PREUVES DE PROGRAMMES

Introduction

Une donnée L traitée grace a un algorithme programmeé donne généralement un résultat.

O A OL, P définit une séguence de calcul finie qui donne un résultat P(A) O R ou définit une
sequence de calcul infinie.

F:DOL - R

Le programme P est correct si et seulement S'il calcule bien lafonction F.

00 0Od0OD, P(d) est défini : il ne boucle pas et calcule bien P(d).

On adeux regles principales :
- le programme fournit des résultats
- le programme fournit les bons résultats

Comment veérifier ces deux aspects ?
- la méthode des tests, non exhaustive
- la méthode des preuves de programmes ; elle consiste a prouver mathématiquement

que P est correct : [Jd [JD, P(d) = F(d)

Exemple: DIV
début
r— a; a, b, g, r sont des variables entieres
qg<0; aet b sont initialisées adesvaleursentieres A et B
tant quer = b fare D:NxN*
r—r-b; R:NxN
qg-q+1; F(ab) =(q,r)tel queA=bg+retr<B
fait
fin

La preuve de programme se décompose en deux parties :
- la preuve de correction partielle
- la preuve d’arrét

1. Preuve de correction partielle

1.1. But

Si avant I’ exécution de DIV, les variables a et b sont respectivement initialiscesaA O N et B
[0 N*, alors apres I’ exécution de DIV lesvaleurs g et r vérifient les conditionsA =bg+r,r <
B,r=0,q9=0.




(a=A)0(b=B)0A=00(B=0){DIV}A=bg+r)0(@=0)0(=0)0(r<B)

On utilise ’approche axiomatique de Hoare. Principe :
- énoncés de la forme P { instructions } QO
- si P est vrai avant [’exécution des instructions alors Q sera vrai apres

1.2. Conditions, axiomes et régles de déduction

1.2.1. Les conditions

Ce sont des expressions pouvant prendre les valeurs VRAI et FAUX, des relations entre
variables du programme. Elles peuvent étre reliées entre elles par des opérations de I’ algebre
deBoole(-,0, 0,0 , =).

1.2.2. Les axiomes et les régles

Toute démonstration consiste a déduire un théoréme d un certain nombre d'axiomes en
utilisant des régles de déduction.

Exemple:ssE{ D} S(axiome) et s E' - E (relation entre conditions) alorse’'{ D} S

1.2.3. Régles permettant de prouver les théorémes

Régle d’implication

P[] Q, Q{instruction } R — P { instruction } R (renforcement)
P {instruction } O, Q [J R — P { instruction } R (affaiblissement)

Exemples: A>B0O A-B>0
A-B>0{D=A-B}D>0
O0OA>B{D=A-B}D>0

X-=1>0{X « X=1} X>0

X>00 X#0
0X-1>0{X <« X=1}X#0

Régle d’affectation

E{X « expression} S
Exemples: X*Y>0{Z -« X*Y}Z>0

W+Q>12{ X -« W+Q} X>12
(X+Y)2=Y{Z - X+Y} Z2=Y

Reégle de composition




SiE{P}FetF{Q}SalorsE{P,Q}S

Exemples: X-1>0{X -« X-=-1}X>0
X>0{Z-X}Z>0
OX-1>0{X « X=1;Z~X}Z>0

Régle conditionnelle

SIEOC{P}SetE[J]=-C/[] Salors E{siCalors P} S

Exemples: vra{sX>Yaorsm XsnonmY}m=max(X,Y)
vias X>Y O max(X,Y)=X
max (X,Y)=X{me<X}m=max(X,Y)
OvraOX>Y{me< X}m=max(X,Y) Q)
via OX>Y O max(X,Y)=Y
max (X,Y)=Y{m<cY}m=max(X,Y)
OvradY>X{meY}m=max(X,Y) 2
via 0= (X>Y){m<Y}m=max(X,Y)
Ovra{sX>Yadorsm XsnonM « Y}m=max(X,Y)

Régle du ET
SiE{P}SetE{P}S alorsE{P}SL[S

Régle du OU
SiE{P}SouE{P}Salors E[JE’{P}S

Reégle de ’instruction composée
SiE{P}Salors E {début P fin} S

Régle de la boucle tant que

Sil[JB{ P} IalorsI{ tant que B faire P } [ [/=B
ou I est un invariant de boucle

2. Preuve d’arrét

2.1. Idée

Pour prouver qu’'un programme d'arréte [0 d O D, il suffit de prouver que chacune de ses
boucles ne peut étre exécutée gu’ un nombre fini de fois.

2.2. Méthode
Tant que B faire P



Soient X3, X, X3 ... X, lesvariables du programme

Soit | une condition invariante pour la boucle et satisfaite avant son exécution

Soit vi O N,, lavaleur des variables avant exécution de la boucle

S vi ON,g-s, laboucle s arréte, sinon vy [ N, o €t apres exécution de la boucle, la valeur
des variables du programme est un nouveau vecteur v, [ N,

S v, ON,g-g, laboucle s arréte, ...

Donc pour prouver I’ arrét de la boucle, il suffit de montrer que la suite ainsi construite vy, v,
V3 ... Vyestfinie
M:Nigg - Ntelequel OBO(m(V)=me){ P} 1 O0-BO(M(v)<mp) OmON
ou m est un ensemble de vecteurs

Si v aunevaleur v; avant |’ exécution de P, alors aprés :

- soitlaboucles arréte (- B)

- soit v prend une valeur v;.1 telle que m(v;) > m(vi+1)
Il en résulte que lasuite (vy, v ... V) est ele-méme finie donc la boucle finit par s arréter.

2.3. Exemple

Application aDIV

Invariant (b=bo) O(r>0)

La condition de continuation de laboucle B estr > b
Pour m, on choisit lafonction Ny gg _ N, V — T (reste)



