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,QWURGXFWLRQ�
 
Une donnée L traitée grâce à un algorithme programmé donne généralement un résultat. 
∀ λ ∈ L, P définit une séquence de calcul finie qui donne un résultat P(λ) ∈ R ou définit une 
séquence de calcul infinie. 
F : D ⊂ L → R
Le programme P est correct si et seulement s’il calcule bien la fonction F. 
⇒ ∀ d ∈ D, P(d) est défini : il ne boucle pas et calcule bien P(d). 
 
On a deux règles principales : 

- OH SURJUDPPH�IRXUQLW�GHV�UpVXOWDWV�
- OH SURJUDPPH�IRXUQLW�OHV�ERQV�UpVXOWDWV�

 
Comment vérifier ces deux aspects ? 

- OD PpWKRGH�GHV�WHVWV��QRQ�H[KDXVWLYH�
- OD PpWKRGH�GHV�SUHXYHV� GH�SURJUDPPHV��� HOOH� FRQVLVWH�j�SURXYHU�PDWKpPDWLTXHPHQW�

TXH 3�HVW�FRUUHFW���∀ G ∈ '��3�G�� �)�G��
 
Exemple : ',9 

début      
 r ← a ;    a, b, q, r sont des variables entières 
 q ← 0 ;   a et b sont initialisées à des valeurs entières A et B 
 tant que r ≥ b faire  D : 1 × 1*

r ← r - b ;  R : 1 × 1
q ← q + 1 ;  F(a,b) = (q,r) tel que A = bq + r et r < B

fait 
fin 

 
La preuve de programme se décompose en deux parties : 

- OD SUHXYH�GH�FRUUHFWLRQ�SDUWLHOOH�
- OD SUHXYH�G¶DUUrW�

 

���3UHXYH�GH�FRUUHFWLRQ�SDUWLHOOH�
 

�����%XW�
Si avant l’exécution de DIV, les variables a et b sont respectivement initialisées à A ∈ 1 et B 
∈ 1*, alors après l’exécution de DIV les valeurs q et r vérifient les conditions A = bq + r , r <
B , r ≥ 0 , q ≥ 0 . 



(a = A) ∧ (b = B) ∧ (A ≥ 0) ∧ (B ≥ 0) { DIV } (A = bq + r) ∧ (q ≥ 0) ∧ (r ≥ 0) ∧ (r < B) 
 
On utilise O¶DSSURFKH�D[LRPDWLTXH�GH�+RDUH. Principe : 

- pQRQFpV�GH�OD�IRUPH�3�^�LQVWUXFWLRQV�`�4�
- VL 3�HVW�YUDL�DYDQW�O¶H[pFXWLRQ�GHV�LQVWUXFWLRQV�DORUV�4�VHUD�YUDL�DSUqV�

 

�����&RQGLWLRQV��D[LRPHV�HW�UqJOHV�GH�GpGXFWLRQ�
 

�������/HV�FRQGLWLRQV�
Ce sont des expressions pouvant prendre les valeurs VRAI et FAUX, des relations entre 
variables du programme. Elles peuvent être reliées entre elles par des opérations de l’algèbre 
de Boole (¬ , ∧ , ∨ , ⇒ , ⇔). 
 

�������/HV�D[LRPHV�HW�OHV�UqJOHV�
Toute démonstration consiste à déduire un théorème d’un certain nombre d’axiomes en 
utilisant des règles de déduction. 
 
Exemple : si�E { D } S (axiome) et si E’→ E (relation entre conditions) alors E’{ D } S�

�������5qJOHV�SHUPHWWDQW�GH�SURXYHU�OHV�WKpRUqPHV�
5qJOH�G¶LPSOLFDWLRQ
3 ⇒ 4 ��4�^�LQVWUXFWLRQ�`�5�→ 3 ^�LQVWUXFWLRQ�`�5��UHQIRUFHPHQW��
3 ^�LQVWUXFWLRQ�`�4���4�⇒ 5 → 3 ^�LQVWUXFWLRQ�`�5��DIIDLEOLVVHPHQW��
 
Exemples :  A > B ⇒ A – B > 0

A – B > 0 { D = A – B } D > 0
⇒ A > B { D = A – B } D > 0

X – 1 > 0 { X ← X – 1 } X > 0
X > 0 ⇒ X ≠ 0
⇒ X – 1 > 0 { X ← X – 1 } X ≠ 0

5qJOH�G¶DIIHFWDWLRQ
( ^�;�← H[SUHVVLRQ�`�6�
 
Exemples :  X * Y � ��^�=�← X * Y } Z � � 

W + Q > 12 { X ← W + Q } X > 12
( X + Y ) ² = Y { Z ← X + Y } Z ² = Y 

 

5qJOH�GH�FRPSRVLWLRQ



6L�(�^�3�`�)�HW�)�^�4�`�6�DORUV�(�^�3���4�`�6�
 
Exemples :  X – 1 > 0 { X ← X – 1 } X > 0

X > 0 { Z ← X } Z > 0
⇒ X – 1 > 0 { X ← X – 1 ; Z ← X } Z > 0

5qJOH�FRQGLWLRQQHOOH
6L�(�∧ & ^�3�`�6�HW�(�∧ ¬& ⇒ 6 DORUV�(�^�VL�&�DORUV�3�`�6�
 
Exemples :  vrai { si X > Y alors m ← X sinon m ← Y } m = max ( X , Y ) 
 vrai si X > Y ⇒ max ( X , Y ) = X 
 max ( X , Y ) = X { m ← X } m = max ( X , Y ) 
 ⇒ vrai ∧ X > Y { m ← X } m = max ( X , Y ) (1) 
 vrai ∧ X > Y ⇒ max ( X , Y ) = Y 

max ( X , Y ) = Y { m ← Y } m = max ( X , Y ) 
⇒ vrai ∧ Y > X { m ← Y } m = max ( X , Y ) (2) 
vrai ∧ ¬( X > Y ) { m ← Y } m = max ( X , Y ) 
⇒ vrai { si X > Y alors m ← X sinon M ← Y } m = max ( X , Y ) 

 

5qJOH�GX�(7
6L�(�^�3�`�6�HW�(�^�3�`�6¶�DORUV�(�^�3�`�6�∧ 6¶�
 

5qJOH�GX�28
6L�(�^�3�`�6�RX�(¶^�3�`�6�DORUV�(�∨ (¶^�3�`�6�
 

5qJOH�GH�O¶LQVWUXFWLRQ�FRPSRVpH
6L�(�^�3�`�6�DORUV�(�^�GpEXW�3�ILQ�`�6�
 

5qJOH�GH�OD�ERXFOH�WDQW�TXH
6L�,�∧ % ^�3�`�,�DORUV�,�^�WDQW�TXH�%�IDLUH�3�`�,�∧ ¬%

R� ,�HVW�XQ�LQYDULDQW�GH�ERXFOH�
 

���3UHXYH�G¶DUUrW�
 

�����,GpH�
Pour prouver qu’un programme d’arrête ∀ d ∈ D, il suffit de prouver que chacune de ses 
boucles ne peut être exécutée qu’un nombre fini de fois. 
 

�����0pWKRGH�
Tant que B faire P 



Soient X1, X2, X3 … Xn les variables du programme 
Soit I une condition invariante pour la boucle et satisfaite avant son exécution 
Soit v1 ∈ NI, la valeur des variables avant exécution de la boucle 
Si v1 ∈ NI ∧ ¬B , la boucle s’arrête, sinon v1 ∈ NI ∧ B et après exécution de la boucle, la valeur 
des variables du programme est un nouveau vecteur v2 ∈ NI

Si v2 ∈ NI ∧ ¬B , la boucle s’arrête, … 
 
Donc pour prouver l’arrêt de la boucle, il suffit de montrer que la suite ainsi construite v1, v2,
v3 … vn est finie. 
m : NI ∧ B → 1 telle que I ∧ B ∧ ( m(v) = m0 ) { P } I ∧ ¬B ∧ ( m(v) < m0 ) ∀ m ∈ 1

où m est un ensemble de vecteurs 
Si v a une valeur vi avant l’exécution de P, alors après : 

- soit la boucle s’arrête ( ¬B ) 
- soit v prend une valeur vi+1 telle que m(vi) > m(vi+1)

Il en résulte que la suite (v1, v2 … vn) est elle-même finie donc la boucle finit par s’arrêter. 
 

�����([HPSOH�
Application à DIV 
Invariant ( b = b0 ) ∧ ( r � ��� 
La condition de continuation de la boucle B est r � E 
Pour m, on choisit la fonction NI ∧ B → N , v → r (reste) 


