ALGEBRE DE BOOLE

Chapitre 1 : généralités.
Chapitre 2 : minimisation des fonctions.

Chapitre 1 : généralités : grandeurs et fonctions booléennes.

On rencontre fréquemment des grandeurs ayant deux états et deux seulement :

une relation est «VRAIE » ou «FAUSSE »

un interrupteur est «OUVERT» ou «<FERME »

un transistor «CONDUIT» ou «NE CONDUIT PAS »

un support magnétique peut étre aimanté de haut en bas ou de bas en haut,

efc..
Ces grandeurs sont dites «Booléennes» du nom de leur inventeur et formalisateur
Boole. Pour unifier I’éude des fonctions booléennes, on unifie les notations en
utilisant les deux symboles O et 1 avec par exemple les conventions

VRAI ,OUVERT, CONDUIT, etc... sont notés 1 par convention,

FAUX, FERME, NE-CONDUIT-PAS, etc... sont notés 0 par convention.
1 et O sont des symboles purement conventionnels (on pourrait les permuter, ou
choisir 1 et 2, - et +, etc..) ; ce ne sont pas des chiffres; |es opérations arithmétiques
doivent étre oubliées dans cette étude.

Toujours par convention on définit larelationd’ ordre: | 0<1

REMARQUE: relation entre 1'algébre de Boole et 1'algébre ensembliste:

Les deux algebres sont identiques méme si les notations difféerent::

par exemple dire qu'un objet a appartient a un ensemble A revient a dire que la fonction
appartient(A,a) est VRAIE.

De méme dire qu'un objet x appartient a l'union de deux A et B revient a dire que
appartient(A,x)=VRAI ou appartient(B,x)= VRAI Ceci se généralisera a toutes les fonction
propriétés dans les deux algebres .




1.1. Fonctions booléennes, généralités

D’une fagon générale on s'intéresse aux applications de {0,1} " dans {0,1}ou
"fonctions bool éennes’.

1.1.1. fonctions d’une variable.

Une fonction booléenne y = f(x) de la variable booléenne x peut étre
simplement définie « point par point », ¢’ est a dire en donnant explicitement la valeur
de la fonction pour chaque valeur de la variable. On constate qu'il y a 4 fonctions
d’ une variable données par |e tableau suivant :

Il est facile de

X fO(x) f1(x) f2(x) f3(x) montrer quil ne peut y
0 0 0 1 1 avoir d'autres fonctions.
1 0 1 0 1 Ains la fonction fo(x)
est la fonction

"dégénérée"’ constamment nulleainsi que lafonction f3(x) constamment unité.
Lafonction f1(x) est identique ax,

Lafonction f(x) est le «contraire» de x, appel ée son complément et notée X

( parfoisx’). On peut noter ses propriétés :

0="1, 1= 0, etsurtout (x_)=x. quelque soit x

A cette fonction peut étre associée lafonction "complément d'un ensemble”:

xOJA = xO=-A = xUA

1.2.2. fonctions de deux variables z = f(x,y) :

Comme précédemment elles peuvent étre définies par la valeur de la fonction pour les 4
combinaisonsde valeursde x et 'y, ¢’ est adire par letableau :

X y fo | f1 | f2 | f3 | f4 | 5| f6 | f7 | f8 | f9 |[fl0 | fll | f12 | 13|14 ]| f15
0] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
110 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

parmi ces fonctions on retrouve les fonctions constantes fO et f15, les fonctions
respectivement identiques ax et ay (f3 et f5), les fonctions compléments de x et y (f12 et
f10). Les autres sont des «raies» fonctions de x et y. Certaines ont des propriétés
remarquables qui vont faire |’ objet de la suite du chapitre.



1.3. fonctions ET et OU. (Treillis de Boole)

Les fonctions f1 et f7 ont des propriétés remarquables, bases de la plupart des calculs
booléens:

1.3.1. fonction OU (f7)

—
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Cette fonction est égalealsi x OU y sontégaux al, dousonnom. Elle est égae
a0 quand x et y sont nuls.

Notation : pour la commaodité on note cette fonction x +y, bien que + ne désigne pas
I’ addition arithmétique !

On remarque également qu’ avec la convention 0 < 1, cette fonction est le naximum]
dex et dey. On en déduit une série de propriété classique du maximum :=>»

(1) commutativité: max(x,y)=max(y,X) ou encore

(2)_associdtivite : max(x,max(y,z)) = max(max(x,y),z)
ou encore [X+(y+z)=(X+y)+z = X+y+7 |

(3) idempotence:  max(x,x)=x  ou encorek+x=x ] (et non 2x!)

(4)_élément neutre 0 : max(x,0)=max(0,x)=x (puisque 0<x) ou encore [x+0 = 0+x = x |

(5) 1 est absorbant :  max(x,1)= max(1,x) = 1 (puisque x<1) ou encore|x+1 = 1+x = 1|

(6) absence d'inverse pour la somme: en raison de (5), il n’existe pas quelque soit x
un élémenty tel que x+y=0.

Ces propriétés conférent a I’ ensemble des grandeurs booléennes une structure dite de «demi
treillis distributif»

A ces propriétés fondamentales, on peut gjouter quelques remargues intéressantes pour la
suite:
(7) x £ x+y par définition d’ un maximum

(8) sl x < a, dorsx+a=a (idem)



Relation avec |athéorie des ensembles
Commeon l'avu ci dessus, on &

xOA ouxOB estéquivalenta x 0B O C. donc I'ensemble X des x est égal a
B [0 C. On en déduit les propriétés d'associativité, commutativité, etc... de |'opération
d'union sur les ensembles.

1.3.2. fonction ET

Cette fonction est égdleal s x ET y sontégaux al, douson
nom. Elle est égale a0 quand x ou y sont nuls.
Notation : pour lacommodité on note cette fonction xy ou x.y

H P O ofx
H O Ol
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On remarque également qu’avec la convention 0<1, cette fonction
est le minimum de X et dey. comme ci dessus, on en déduit une
série de propriété classique du minimum :

(10) commutativité: min(x,y)=min(y,x)  ouencore | Xy =yx

(11) associativité:  min(x,min(y,z)) = min(min(x,y),z)
ou encore |Xx(yz)=(xy)z = Xyz

(12) idempotence:  min(x,x)=x  ou encor (et non x2!)

(13) élément neutre 1 : min(x,1)=min(1,x)=x (puisque x<1) ouencore | x1=1x =X

(14) 0 est absorbant : min(x,0)= min(0,x) =0 ouencore |x0=0x=0

(15) absence d'inverse pour le produit: en raison de (14), il n’existe pas quelque soit X un
démenty tel quexy=1. (sauf pour x=11) .

00

Remarque: tout élément non nul (il n'y en a qu'un c'est 1) a un inverse, propriété qui sera
importante pour montrer la structure de corps.

(16) six<a, dors xa=x. (par définition d'un minimum)
(17) ax < x pour tout a, par définition d’ un minimum.

(18)on en déduit que x + ax =x (puisgue ax < x) c'est adire qu’on peut supprimer dans
une somme tous les multiples d’un monome, exemple: abc+ac=ac

Nota: pour les matheux:
(19) ces propriétés conferent a [’ensemble des grandeurs booléennes une structure dite de
«demi treillis distributify.




(20) Les deux fonctions ET et OU donnent a [ ’ensemble la structure de treillis distributif.

(21 bis) les trois fonctions ET, OU, Complément donnent a l'ensemble la structure de "treillis
distributif et complémenté"” appelé encore "treillis de Boole"

Relation avec |a théorie des ensembles
Comme ci dessus, on &

xOA et xOOB estéquivalenta x 0B n C. donc I'ensemble X des x est égal a
B n C. On en déduit les propriétés d'associativité, commutativité, etc... de |'opération
d'intersection sur les ensembles.

(21) Distributivité de ET pour OU :
min(x,max(y,z)) = max(min(x,y),min(x,z)) ouencore x (y+2z)= Xy +xz

Cette propriété du max et du min, qui n'est peut-ére pas évidente pour tous, peut se
démontrer de la maniére suivante :

pour démontrer quex (y+z)= Xy +Xz, onconsidére deux cas:
casx=0: agauche 0.(x+y)=0 et adroite: 0x+0y=0+0=0 donc égalité
casx=1: agauche 1.(x+y)=x+y eta droite 1Lx+1ly=Xx+y donc encore égalité

cette propriété semblable a la distributivité du produit pour la somme en arithmétique
simplifie la pratique des calculs, par exemple, on développera facilement des expressions
telles que (at+b+c)(d+e)(f+g+h) comme en algébre classique.

A ces propriétés fondamentales, on peut gouter comme précédemment les propriétés
évidentes suivantes :

(22) distributivité de OU pour ET
par dualité on déduit de (17) la propriété moins évidente:  x+yz= (x+y)(x+2)
sans utiliser ladualité, on pourrait développer :
X+Y)(X+2Z2)=XX+XZ+yX+yz =x+xz+xy+yz dapres(2l)
=x+yz dapréslaremarque (18) ci dessus, puisquex z< X etXxXy<x



Nota : pratique des calculs :
Le développement d’expression donnera en général lieu a de nombreuses
simplifications ; exemple :
A=(@+b+c)(a+b+d) = aatab+tad+yb+bb+bd+ac+bc+cd
expression qui se simplifie en supprimant les monomes répétés (idempotence du
produit et de la somme):
A=a+ab+ad+rub+b+bd+ac+be+cd

=a+b+cd (suppression des multiples de a et b)

Remarque: pour éviter d’écrire des termes a supprimer ensuite, il faire la remarque
suivante . posons X= a + b ; [’expression a développer s’écrit (X + ¢ ) (X +d ) et
d’apres (22) ceci s écrit

X+ cd=a+ b+ cd(distributivité de OU pour ET) on évite ainsi des écritures
inutiles.

Exemple: développer f(a,b,c)=(a+b+c)(c+d+e)(a+tc+d)(cte+f)
on réorganise en ((a+tc)+b)((a+c)+d)((c+e)+d)((c+e)+f)
=(a+tc+bd)(ct+te+df)
=ct(a+bd)(e+df)
=c+tae+adf +bde + bdf

ce qui donne un calcul plus rapide que d’écrire les 81 mondomes obtenus en
développement bétement !

1.3.3. relations avec le complément

(23)

a+ a =1 (évident)

Application : simplification de certaines expressions, exemple: ax +ax =a(x +x )= a

(24) complément d'unesomme:l a+b = a. b

en effet on peut distinguer deux cas :

casa=0 alors atb=0+b="b et "a. b="0"b=1."b="b

casa=1 alors atb= 1+b="1=0 e a.b="1.b=0.b=0

(25) complément d’ un produit : ab=a+b (par dualite)

(26) complément d'une expression en somme de produits:

soitf = 2m; son complément est donc d'aprés (24) f=MNm

pour chague mi=I"1 x; on calcule son complément par (25) f=1( Zx; )
en fait, on remplace tous les + par des . et vice versa, et toutes les lettres par des lettres
complémentées et vice versa.



exemple:
f=ab + bc + ca f=(a+b)(b+c)(c+a)

On peut éventuellement dével opper cette expression et on obtient:

(27) a+a b=(a+a ).(a+b) par distributivité de + pour x
=1.(atb)=atb

1.3.4. Forme canonique :

Toute fonction f(x) peut se mettre sous laforme dite canonique (unique):

(28) f(x) =xf(1) + xf(0)

(démonstration évidente en distinguant les cas x=1 et x=0)
On peut appliquer ceci pour une fonction de deux variables :
f(x,y) =xf(Ly)+ xf(0y) d apres (28)

=x.(y.f(11) + vy f(1,0) + x.(y f(0,)+ y f(0,0))
toujours d aprés (28) . onadonc:

(29) f(x,y) =xyf(11) + x yf(10) + xyf(01) + x yf(00)

(on notera la correspondance entre |’ apparition de la variable accentuée et celle du 0 dans la
fonction). Ceci se généralise a un nombre quelconque de variables :

(30) f(w,x,y,z...)= wxyzf(1,1,1,1..)+ wxy zf(1,1,1,0.)+....+
“w x y zf(0,0,0,0...)
Laforme canonique d’ une fonction de n variables comporte donc 2" termes appel és mondmes

canoniques. Cette forme est en général trés loin d’ étre minimale, mais elle al’ avantage d’ étre
unique (al'ordre prés des mondmes)



Application : détermination de I’expression algébrique d’une fonction donnée par points.
exemple : soit lafonction f(x,y) définie par :

PP OO X
RPOROX
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cette fonction s écrit d’ apres (27): f(x,y)=xy0+x y1+ xyl+ X yO=xX y+ Xy

On en déduit au passage que toute fonction est un polynome, et égaement qu’ avec les
opérations ET, OU, COMPLEMENT on peut exprimer toute fonction..

1.3.4.2. Nota: |’expression polynomiale d’ une fonction n’est pas toujours unique comme le
montre |’ exemple de lafonction OU : f(00)=0, f(11)=f(10)=f(01)=1 donc x+y peut également
s écrire; X+y= Xy+X y+ XYy

On voit donc gque la forme canonique ne donne pas forcément I’ expression minimale de la
fonction. D’une maniére générale une fonction a plusieurs écritures possibles sous forme
polynomiae ; il s'ensuit une réelle difficulté a décider si deux fonctions sont égales ou non ;

Exemple la fonction x + x y est elle égale ou non ay + x y? Par contre sous forme
canonique |’ égalité est évidente

Le chapitre suivant sera consacré alaminimisation des expressions.

1.3.4.3. Passage d’une somme de produits quelconque a la forme canonique

lemme : toute expression composée de mondémes canoniques (a n variables) est une forme
canonique (trivial)

Il suffit donc de transformer chague monéme de la somme en mondme canonique.

méthode : remplacer dans chague mondme une lettre absente par la somme d’ elle méme et
de son complément, puis développer en éliminant les redondances éventuelles.
Exemple 1:
f(x,y,2)= X y+y z=xy(z+z)+y z(x+ x) puisque (z+ z)=(x+ x)=1
= XYZ+XY Z+Xy z+ XYy Z



Exemple 2:
f(x,y,2)=x+yz=x(y+ y)(z+ z)+ (x+x)yz développéen:

=SXYZ+X YZ+XY Z+X Y Z + XYZ+ XYyZ on éimine les redondances :

=SXYZ+X YZ+XY Z+XYy Z+ XyZ forme canonique finale

1.3.5. forme canonique en produit de somme
Par duaité avec |le théoréme du § 1.3.4. on montre que toute fonction f(x) peut sécrire

F(x)=(x+f(1))( x+f(0))
Que toute fonction de deux variables peut sécrire:
F(x,y)=(x+y+f(0,0))(x+ y+ f(0,1))( x+y+f(1,0))( x + y+f(1,1))

Etc...

Comme précédemment, cela implique gue toute fonction peut se mettre sous la forme d'un
produit de somme de lettres directes ou accentuées (on parle de "monal”, abréviation de
"mondme dual" et de "polynal”, abréviation de "polyndéme dual" )

Exemple, lafonction xy peut également sécrire sous forme canonique duale:
(x+y)(x+y)( x+y)

1.4. RESUME

On a vu que les fonctions ET et OU conferent a I'ensemble des fonctions booléennes la
structure de treillis distributif (structure comportant un maximum et un minimum pour tout
couple de fonctions) . L'existence du complément lui confere |a structure de treillis distributif
et complémenté ou treillis de Boole. Cette structure a des propriétés intéressantes,
notamment parce gque ses opérations de base sont facilement réalisables en électronique. Mais
elle n'a pas la richesse de celle de I'algébre de Boole basée sur les opérations "OU
EXCLUSIF" et "ET" que nous verrons ci dessous




1.4. Algébre de Boole.

Cette structure beaucoup plus intéressante en théorie que la premiere fait appel
alafonction ET et alafonction OU_EXCLUSIF:

1.4.1. Fonction OU EXCLUSIF.

Considérons la fonction 6 du paragraphe 1.2.2. :Cette fonction

X Y | Z est égale a1 quand x OU y (MAIS PAS LES DEUX) sont égaux
a 1; on I'appelle donc le OU EXCLUSIF. On peut auss
0 0 0 remarquer qu'elle est égale a 1 quand x et y sont différents on
I” appelle alors égaement la DISJIONCTION (son complément la
0 1 1 fonction f9 égale a 1 quand x et y sont égaux est appelée la
CONJONCTION). On peut enfin remarquer que si on considere
10 1 les symboles O et 1 comme des chiffres arithmétiques, cette
11 0 fonction est dlorsla SOMME MODULO 2.
Notation: z=x®Yy
Propriétés.

1.4.1.1. structure de groupe: de par la propriété d ére la somme modulo 2 cette fonction O
confere a |’ensemble des grandeurs booléennes la propriété d’ étre un groupe commutatif.
C'est une propriété mathématique classique de la somme modulo 2 qui peut cependant se
démontrer de facon ssimple:

(29) commutativité: x Oy =y O x (évident en raison de la symétrie du tableau).

(30) 0 éément neutre: 0 O x=x 0 0=x

(31) inverse: x [0 x =0 X est son propre inverse (évident)

(32) x O 1="x (évident)

(33) associativité: xO(yOz)=(xOy)dz notéxOyOz
distinguons deux cas :
y=0: xO00O2=x0z g xXO0DOz=x0Oz (d’apres (30))
y=1: xO0@0O2=x0z e (xO01)dz=x0z=x0 z

or s x #z aorsx# z;, cesdeux derniéres expressions sont donc égales

on abien les propriétés d un groupe commutatif .



Structure de corps.
Le ET est distributif a gauche et a droite pour le OU exclusif :
(BA) x(ydz)=xyOx.z (évident endistinguant les cas x=0 et x=1)

(35) de plus, on peut remarquer que toute grandeur non nulle aun inverse pour le ET (il n'y en
nNaquunecest 1! etlinversedel est 1 lui méme)

Les grandeurs booléennes forment donc un corps commutatif. Concrétement, cela revient a
dire que toutes les propriétés classiques du corps des réels se retrouvent .
1.4.1.3 structure d’algébre.

Sur I’ensemble des fonctions booléennes on peut donc définir deux
opérationsinternes :

le ou exclusif (associative, commutative qui aun neutre 0 et un inverse)
le et (associatif, commutatif, distributif pour le ou exclusif, qui aun éément neutre 1,
mais pas d’ inverse),

L es fonctions bool éennes forment donc un anneau commutatif.

De plus on définit un produit extérieur par un scalaire pris sur le corps {0,1} des
booléens, ce qui donne al’ ensemble des fonctions la structure d’ algébre.

1.4.2. expression des fonctions.

Théoréme toute fonction f(x) peut se mettre sous laforme :
(36)[f(x) = (f(0) O f(1)) x O f(0)| =Ax OB (ouA estindépendant de x)

en effet pour x=0 on a: (f(0) O f(1)).0 O f(0) = f(0)
et pour x=1: (f(0) O f(1)).21 O f(0) =f(1)

(37) Théoréme: toute fonction est linéaire par rapport a chacune des variables.

Nota : expression tout a fait comparable a celle de ’algébre classique : on

peut considérer que

A= f(0) @ f(l) est la «dérivée booléenne» de la fonction (on pourrait

abusivement écrire : f0) @f(1)
A= —

081
puisque 0 @ 1 =1 (le seul élément inversible pour le ET.)




(38)

On a donc

f)=x. ['x @ f(0)

Le lecteur pourra vérifier lui méme que cette " dérivée booléenne' a les
mémes propriétés que la dérivée usuelle (sauf évidemment celles faisant
intervenir a la continuité)

Cas de plusieurs variables:

en appliquant ce théoreme a une fonction de deux ou plusieurs variables on obtient
desformestelle que:

(38) | f(xy)=AxyO BxOCyOD |

et de méme pour 3 variables:
f(x,y,2=AxyzOBxyOCxzODyzOExOFyOGzOH

etc...

Théoréme: avec les seules opérations ET et OU_EXCLUSIF on peut réaliser toute
fonction; ou encore, TOUTE FONCTION EST UN POLYNOME

NOTA La structure d’algebre est beaucoup plus riche que celle de treillis, et il
semblerait que la meilleur fagon d’exprimer les fonctions booléennes soit plutot

avec ET et
Malheureusement

électronique, contrairement aux autres ;la structure de treillis est en fait la plus

utilisée.

OU EXCLUSIF qu’avec FET, OU, COMPLEMENT.
le OU-EXCLUSIF n’est pas une fonction élémentaire en

Relations diverse avec ET et OU

(38)

(39)

ny=x3_/ + ;y

x+y=x0y0Oxy

(cf §1.3.4.

(40) Nota: s deux fonctions f et g sont disjointes (leur produit f.g est identiquement nul)
dors f@&g=f+g
En effet, f 0 g et f+ g nedifférent que par leur valeur quand f et g valent 1 simultanément,
ce qui est impossible puisquef.g=0.

Corollaire, a la forme canonique en ET et OU correspond une forme similaire en ET et
OU_exclusif ; par exemple pour 2 variables:

f(x,y) = x y f(11) + x y f(10) + x y f(01) + x y f(00)

= x yf(11) O x y f(20) O x y £(01) O x y £(00)

puisque tous les mondémes canoniques sont disjoints 2 a2



Ceci donne un moyen de passer delaforme ET/OU alaforme ET/OU_EXCLUSIF :

a) apartir d une forme quelconque et ET/OU, mettre sous forme canonique ;
b) convertir tousles+en [ _

c) remplacer toutes les |ettres accentuées par exemplex en (x O 1)

d) développer

Exemple
a+tb=ab+ab+ ab (forme canonique)
=ab0 a b ab
abOa(MO1l O (aldl)b
abdabOdala Ob
all b O ab

Inversement :  partant d’ une forme ET/OU_EXCLUSIF , on procéde comme au 8§ 1.3.4.3.
pour obtenir une forme canonique: exemple:

f(ab)= al b ab danschague mondme chaque lettre absente est remplacée :
—a(® b)J@® a)bOab on développe:
=ab0abdald ab O a  onsimplifie:
=abOablO ab on remplace [ par + :

=ab+a b+ ab =forme canonique ET/OU.
Eventuellement il ne reste plus qu'a minimiser I'expression trouvée

1.4.3. équations linéaires

L’ existence de I'inverse permet de faire sensiblement les mémes calculs qu’ en algebre

normale:
exemple, résoudre all x = b : on peut gouter aaux deux membres del’ équation :

all(allx)=al b ouencore:

(@da Ox=alb ou enfin:

x=alb
On constate donc qu'on peut faire passer un terme de gauche a droite du signe = ou
inversement. Comme en agébre classique (mais sans changement de signe!)

Nota: on pourrait traiter de méme des systemes d'équations linéaires, et appliquer les
méthodes classiques de I'algebre sur R

Cela peut conduire a traiter par exemple des matrices booléennes avec toutes les propriétés
des matrices normales (propriété tres utilisé dans la théorie du codage)



1.5.1. autres fonctions

Les autres fonctions de 2 variables n'ont pas de propriétés marquantes au point de vue
mathématiques. On note cependant :

1.5.1. fonction NOR (fonction f8 du § 1.2.2.)

La fonction f7 est égale @ 1 quand ni X ni y ne valent 1. On I'appelle la fonction NI en
francais, NOR en anglais elle s écrit

Xy =NOR(X,y)

elle est commutative (puisque le ET I’ est)
elle n'est pas associative, n'a pas de neutre, n’'est distributive par rapport a rien, en
bref, elle n'a pas grand intérét al gébriquement parlant.

Néanmoins elle a deux propriétés fondamentales :

1.5.1.1. elle permet a elle seule de réaliser n’importe quelle fonction, puisqu elle
permet de réaliser :

le complément : NOR(X,X)=" X ,

le ET: NOR( x, y)=xy ,

leOU: NOR(X)y)=x+y

comme ces trois opérateurs permettent de tout exprimer, il en va de méme pour le
NOR

1.5.1.2. ¢’est une des fonctions facilement réalisable en électronique
aliéala précédente, cette propriété fait du NOR une fonction des plus précieuse !

1.5.2. fonction NAND (fonction f14 du § 1.2.2.)

La fonction f14 est égale a 1 quand x ou y valent O (C'est le complément du
ET). On I’appelle la fonction NAND en anglais , contraction de NOT-AND elle
S écrit :

Xy= X +y =NAND(X,y)

Ses propriétés sont analogues au NOR :elle est commutative (puisque le OU I’ est),
elle n'est pas associative, n'a pas de neutre, n’est distributive par rapport a rien.
Néanmoins comme |la précédente, elle a deux propriétés fondamentales :



1.5.2.1. elle permet a elle seule de réaliser n’importe quelle fonction, puisqu elle
permet de réaliser :

le complément : NAND(X,X)="X ,

le OU: NAND( X, y)=x+Y , [leET: NAND(x,y) =xy

comme ces trois opérateurs permettent de tout exprimer, il en va de méme pour
le NAND

1.5.2.2. C'est I'autre fonction facilement réalisable en électronique. En fait la
plus utilisée.

On trouvera dans les ouvrages sur les circuits logiques comment I'utiliser.

1.5.3.fonction implication (fonction f13 du § 1.2.2)

Cette fonction notée x-y est trés importante en logique: en revenant a la
correspondance 0= faux et 1= vrai, elle signifie quand elle est vraie : «soit x est faux soit y
est vrai » donc x implique y.

Nota:
X impliquey signifie qu'il est impossible d'avoir x et nony; donc :

e A M

x-y ="jamais x et pasy'" = Xy =Xx+Yy

Une propriété importante: latransitivite:

A_-B eB-Centraine A-C
Deux démonstrations:

a) (A+B)(B+C)=(A+B)(B+C)(A+C) (il suffit de développer les deux cotés)

b) ((A-B).(B-C)) - (A-C)="vra" ouencore par définition de l'implication:
(A+B)(B+C) + (A+0)=1
A.B+B.C+A+C=1ce qui est trivia

Signification: dire que A implique B et B implique C est suffisant, inutile de dire que A
implique C



Application: modélisation des connalssances,

a) Tout théoreme sexprime en terme d'implications

Exemple:
Théoreme 1 (ABC est un triangle).(angle A= angle B) — (coté BC=cdtte AC)
Théoreme 2 (cote BC=c6té AC) - (C est sur lamédiatrice de AB)

delaforme X.Y -Z et Z—W ou encore (7(5( +Z)(Z+W)= (;(+7+Z)(_Z+W)(7(+§+W)
inutile de d'énoncer |e théoreme 3 déduit des deux autres.

b) ceci ne sapplique pas qu'aux mathématiques, mais par exemple aux bases de données:
exemple: données relatives a une agence immobiliaire: on ades "définitions fonctionnelles®

vendeur(logement): quand on connait un logement L, on connait son vendeur V;
prix(vendeur, acheteur ): si on connait le vendeur V et I'acheteur A , on connait le prix P.
prix(logement, acheteur): si on connait le logement L et I'acheteur A , on connait le prix P.

Ceci sexprimepar: (L - V). (V.A - P). (LA - P)

Mais cette description peut se ssimplifier:en remarquant que:
L-V).VA-P.(LA-P=(L->V).(VA->P

le dernier "facteur" du premier membre n'gjoute rien, inutile de créer un tableau [logement,
acheteur, prix]

Application: ensembles:
L'inclusion des ensembles peut sexprimer par I'implication:

ADOB =xUA - xUOB




1.5.4. Fonction conjonction (fonction f9)

C'est le complément du "ou exclusif " ou "digonction" on lanote x [y.
C'est également lafonction égalité notée =

Elle ales propriétés duales du ou-exclusif.
Associativité, commutativité, 1 est éément neutre, tout €lément est son propre inverse,
distributivité du + pour [, €tc...

En particulier avec le_ OU (dua du ET), elle donne également aux fonctions la structure
d algebre.

C est par pure habitude qu’on nel’ utilise pas et qu’ on lui préférele OU_EXCLUSIF.
Application: certaines expressions logiques peuvent se simplifier:

Exemple 1 s (a<b)= VRAI dors.... Sesmplifieen s a<b adors... puisque 1 étant
élément neutre, x [ 1 =x

Exemple 2

Si (a<b) et ( c<d) ou (a=b)et(c=d) alors... sécrit plus simplement:

Si (a<b)=(c<d) dors....

Expressions canoniques: aldb = a.b+a.b = (a+b).(a+b)

La deuxiéme expression montreque all b= (a-b) . (b—-a)

Exemple d'application: exprimer que 3 grandeurs sont égales

ab=c = (a-b).(b-a).(b-c).(c-b).(a-c).(c-a)

maislatransitivité de —» implique que

(a-»b). (b-c) - (a-c) donc leterme (a— c) est inutile car compris dans les deux autres. De
méme b - aet c- b sont inutiles; donc:

ab=c = (a-b).(b-c).(c-3a




CHAPITRE 2
MINIMISATION DES EXPRESSIONS.

2.1. introduction

On a vu au chapitre 1 que les formes polynomiaes d'une méme fonctions peuvent
avoir des complexités trés variées. Exemple:

XY+ Xy+Xy = X+ Xy = X+y

Or la complexité de I'expression est liée directement au codt de réalisation, et il Sagit, sinon
de trouver la forme minimale, au moins de trouver une forme relativement optimale. Les
méthodes se répartissent en trois grandes classes:

méthodes empiriques (algébriques)

méthodes graphiques,

méthodes rigoureuses.

exemple: simplifier xy+x y+ xy
= Xy+xy+x y+ xy  dapréslidempotence
=x(y+ y)+y(x+ x) (commutativité, distributivité)
=X +y

Définitions:

A chague mondme canonique est associé la valeur des variable pour lequel ce mondme
vaut 1, c'est dire un point dans|'espace {0,1}" . lavaleur 1 du mondme "caractérise e point"

Deux mondmes fusionnables (ne différant que par la complémentation d'une lettre sont dits
"voisins' .

exemple wxyz e w xyz sontfusionnablesenunseul: wyz moins"cher"
Lafusion de deux mondmes canoniques donne un monéme représentant deux points avec une

lettre de moins. La fusion de deux tels mondémes donne un mondéme représentant 4 points (on
dit "couvrant" 4 points), etc.... d'une maniéere générale un monéme de k |ettres dans un espace



. . nk .
de dimension n couvre 2 points. On notera donc que plus la ""surface'' couverte par un
monome est grande, moins ce monéme_a de lettres.

Mondémes maximaux: un mondme est dit "maximal" sil ne peut étre fusionné avec aucun
autre, c'est a dire s'il n'existe pas de monome plus grand (ayant moins de lettres) et
inférieur a la fonction. Un tel monbme est également dit "premier” (il n'existe pas de
diviseur de ce mondme inférieur alafonction)

Exemplef=xyz+X yz+Xxy z+ Xyz

le monbme xyz n'est pas maximal puisqu'il existe un monéme Xy plus grand que lui et
inférieur a f. Par contre xy est maximal (les seuls mondmes plus grands, X €t y, ne sont pas
inférieurs af)

Unmondme m est dit "compatible" avec lafonctionfsi f >mcestadiresi f+m=f
Optimiser une fonction revient ala représenter sous forme de somme de mondmes maximaux

compatibles avec la fonction; par exemple |'expression minimale de la fonction ci dessus est
f=xy+yz+zx

forme minimale: Certaines fonctions ont des écritures sous formes de somme de monémes
maximaux mais qui ne sont pas minimales,

exemple f=xy+ yz+xz nestformée que de mondmes maximaux mais n'est pas
minimale. Laforme minimale étant:
f= yz+xy

en effet laforme canonique est:

f= xXyz+ Xyz+xyz+xyz
une fagon adroite est de regrouper les deux premiers et les deux derniers monémes:

f=yz(x+ xX)+xy(z+2z)=yz+xy

mais on pouvait écrire (maladroitement!) en dédoublant les mondémes 1 et 3:
f= Xyz+ Xyz+Xyz+Xyz +xyz+xyz
f=yz(x+x)+Xy(z+2z) +xz(y+y)=yz+Xy +xz

on dit que le monéme xz est "inutile" ou "redondant".

De maniére plus générale si A et B sont desfonctions quelconques, on al'égalité

Ax+B x = Ax+B x+A B| oUAB est donc redondant
(propriété qui se démontre en distinguant les deux cas x=0 et x=1)

En définitive, minimiser une fonction revient a la représenter avec un nombre minimal de
mMonoGmes maximaux.




Ceci montre que ces méthodes ne sont pas toujours tres faciles a manipuler sil y a beaucoup
de mondmes; de plus elles nécessitent I'écriture initiale de la fonction sous une forme
canonigue lourde.

NOTA: Une comparaison (osée) de la notion de couverture: couvrir le toit d'une maison
veut dire le couvrir complétement (et pas plus, pas question de couvrir le toit des voisins),
avec un nombre minimum de toles de taille maximum. On peut couvrir de fagcon
redondante ou non: inutile de placer une tole "a cheval” sur deux autres!

2.2.1. méthode "empirique': €elle consiste a appliquer manuellement les régles ci dessus;
mais |a méthodes est lourde pour deux raisons:
a) partant du tableau de valeurs de la fonction, on écrit tous les monémes canoniques,
et il peut y en avoir beaucoup!
b) lafusion des mondmes n'est pas évidente avoir.

2.2.2. méthode graphique: diagramme de Karnaugh.

L'idée est de partir du tableau (dit "tableau de vérité') donnant les valeurs de la
fonction pour toutes les combinaisons des variables. Mais ce tableau est réorganisé de fagcon
a mettre en évidence les points correspondant aux mondmes fusionnables. Considérons par
exemple une fonction de 4 variables f(a,b,c,d). A chague case du tableau correspond un point
donc un mondéme canonique .

B
CD 00 01 11 10

00 abcd "abcd abcd abcd

abc
0L | abcd "abcd | abcd abcd
11 | abcd “abcd | abcd abcd | —ac
10 "abcd “abcd | abcd abcd

Le voisinage algébrique des mondmes ab cdet ab cd correspond au voisinage
géographique.
Donc le mondme fusionné a b ¢ se matériaise par le rectangle en pointillé (jaune)

demémelemondme abcd+abcd+abcd+abcd=acd+acd=ac cette
fusion est représentée par le grand rectangle (bleu).



On remargue que ces groupements peuvent se faire directement sur le tableau des valeurs de la
fonction, sans écrire |les mondmes canoniques:

B
CD 00 01 11 10
00 1
01 1
11 1 1
10 1 1

NOTA:

a) inversement connaissant la "forme" du monéme on peut trouver son expression;

par exemple le "grand” mondme ci dessus est d'une part indépendant des valeurs de b et de d,

et éga alquand aet c valent 1 c'est donc le monéme ac.

b) I'adjacence des cases doit se voir comme si le diagramme était dessiné sur une
sphere: les cases a l'extréme gauche sont adjacentes a |'extréme droite, et I'extréme haut a

I'extréme bas. Exemple

cD 2 o0 |lor|| 11| 10
00 Lb—T |
01
1|1 1
0 |1 \H/ 1

NS

be

f="abd + bc



Dans certains cas |e choix des mondmes peut étre compliqué; exemple:

B
CD 00 01 11 10
00 1
01 1 1 des deux mondmes pointillés, un seul
est nécessaire. Donc la fonction a deux
expressions possibles.
11 1 1

10 1 1




Méthodes algébriques

La méthode ci-dessus devient inextricable des que le nombre de variables dépasse 4.
On doit avoir aors recours a des méthodes plus formalisées et de ce fait programmables

2.2.3.1. Méthode par consensus

Cette méthode est destinée a donner laliste de tous les monémes maximaux (bien que tous ne
soient pas forcément utiles).

Lemme:

Ax+B x = Ax+B x+AB
Ceci se démontre facilement en considérant les deux cas x=0 (B=B+AB) et x=1 (A=A+AB)
Par définition, le mondéme AB est le "consensus” des deux premiers.

Théoréme
en rgjoutant a une forme quelconque tous les consensus déterminés de toutes les manieres
possibles, et en éliminant les multiples éventuels, on obtient tous |es mondémes maximaux.

La démonstration en est complexe et sans grand intérét; mais un exemple permet de fixer les
idées:

exemple 1
f=za+ ab+ a bc

le consensus des deux premiersest b qui éimine le deuxieme monéme qui en est multiple:

f:a+_g/{)+_a_bc +b
Dans cette nouvelle forme, le consensusde aet de a b ¢ donne b.c qui éimine a bc

donc f=at+b+ _a_/f) c+ be

le consensus de b et de” b ¢ donne c qui élimine b ¢ ; donc lafonction sécrit f= a+b+c
il n'y aplus de consensus possible, lafonction est irréductible.

Exemple 2:
f= ab+ ab+bc+ bc

en faisant les consensus de toutes les maniéres possibles, on obtient
f= ab+ ab+bc+ bc+ac+ ac

Remarque: Cette méthode est facilement programmable, mais difficile afaire alamain.




Théoreme:
toute expression "monotone” (C'est a dire telle que chaque variable n'apparait que sous
forme direte ou que sous forme complémentée) et irredondante (de comportant pas de
monomes multiples d'un autre) est irréductible puisgu'il n'y a pas de consensus possible.
Exemple ab+bc+ca est certainement sous forme minimale.
Exemple d'application: preuve de théoréme

Soit amontrer latransitivité de I'implication, c'est adire que:

((a=>b) et (b=>c) ) =»( a=>c) est une propriété toujours vraie
rappelons nous gque I'implication x=>y secrit également x+y. il suffit donc de montrer que

(a+b).(b+c) + (a+c) =1

Ou encore:

ab+bc+a+c=1 leconsensusdesmondmes1 et 3 donne_b, celui de 2 et 4 donne b, dont
lasommeestl. CQFD

2.2.3.2. Méthode par complémentation

théoreme

s f1 et f2 sont des fonctions toutes les deux sous forme de somme de tous leurs
mondmes maximaux leur produit donne par développement (et élimination des multiples)
une somme de tous les monomes maximaux

Démonstration: (nota dans ce qui suit le complément de x est noté x')

Soit a effectuer le produit F=f11.f2, f1 et f2 étant chacune sous forme de somme de
tous leurs mondmes premiers. En développant on obtient une somme de mondmes, et la
guestion est de savoir si par consensus, on peut obtenir des monémes nouveaux. Intéressons
nous ala possibilité de faire des consensus par rapport a une variable quel conque X.

Lemme: toute fonction f(x) peut se mettre sous laforme f= Ax+Bx'+C
AX est I'ensemble des mondmes contenant x, Bx' I'ensemble des mondmes contenant
X', C I'ensemble des mondmes ne contenant ni x ni x'.

F peut donc se mettre souslaforme:
F=(Ax+Bx'+C)(Dx+Ex'+F) ouA, B, .. F sont des sommes de monomes.

D'apres les hypotheses C (ensemble des mondmes ne contenant ni X ni X') contient tous les
consensus possibles entre un mondme de A et un mondme de B; donc A.B < C.
DemémeD.E<F

En développant, on obtient
F=ADx + AFx + BEX' + BFx' + CDx + CEx' + CF



En effectuant tous les consensus possibles (il y en a 9) entre ces termes, on obtient des
monomes tous inclus dans CF, donc inutiles.

corollaire
Si on part du complément de f et qu'on calcule f par la formule donnée au chapitre 1 on
obtient tous les mondémes maximaux.

En effet

La méthode consiste a remplacer les "+" par des "." et les "." par des "+", a changer les
variables en leur compléments, et a développer

chague mondme de f donne par complémentation une somme de variables donc formé de tous
les monGmes maximaux .

exemple: (abct+ab'c)' = (a+b'+c")(at+b+c)
= gA+ab+adc+ba+kb+bc+ca+ch +?'c/

on obtient effectivement tous les monémes premiers.
Autre démonstration
lemme: toute fonction f(x) se met sous laforme:

f(x)= (x+A)( x+B) C

théoréme dua de f(x)=Ax + B x + C (A=monomes contenant X, B=mondmes contenant  x,
C=mondmes ne contenant ni I'un ni |'autre)

Soit alors une fonction f quelconque par exemple obtenue par complémentation de ™ f
f(x)= (x+A)( x+B) C
Si on développe, on obtient:

fx)=ACx + BCx + ABC
Or ABC est le consensus de AC x et de BCx, inutile donc de le calculer. L'opération de

développement d'un produit de somme donne tous les consensus, donc tous les monémes
premiers.

Exemple, soit laforme canonique :
f= "abc+abc+abc+ abc+ abc+abec

Son complément est de toutes évidence f=abc+ a b ¢ (lesdeux mondmes canoniques
qui manquent) doncf= (" a+ b+ c¢).(a+b+c) endéveloppant on obtient:

f:_?/a+_ab+_ac + b a+_p/b+_bc+_ca+_cb+_5ﬂ:

Remarque: la méthode revient donc a complémenter deux fois lafonction



La méthode donne les mémes résultats que les consensus, mais beaucoup plus naturelle, elle
est plusfacile alamain.

2.2.3.3. Choix optimum des monomes: méthode de "couverture'

Il sagit avec un minimum de mondmes de "couvrir" les points de la fonction. Dans un
premier temps, on recense les points (ou mondmes canoniques) de la fonction et pour chaque,
|aliste des monémes qui le couvrent.

Pour comprendre le probléme, on peut revenir a la méthode de Karnaugh: il faut "couvrir”
toute la "surface de la fonction" par un minimum de mondémes de surface la plus grande
possible (comme sil sagissait de couvrir un toit par destoles).

Donc chaque élément de la "surface" doit étre couvert au moins une fois.

Exemple

f= "Xyz+Xyz+Xxy z+Xyz+ xy z+ xyz (formeinitiae)
a b c d e f

= XY+ Xy+yz+yz+Xx z+ xz (tousle mondmes premiers)
A B C D E F
appelons ab,c,d,ef les mondmes initiaux. A chague mondéme premier, on associe une
variable booléenne égale a 1 si le monéme est utilisé, zero sinon. Soient A,B,C,D,E,F ces
variables associées. On raisonnera de la fagon suivante:

pour couvrira= xyz,il faut prendre BouF ( xyou xz) doncB+F=1

pour couvrir b=x vy z, il faut prendre AouD (X you yz) donc A+D=1

efc...

on obtient : (B+F)=1 et (A+D) =1 et (E+C)=1 et (A+E)=1et (B+C)=1 et (F+D)=1
ou encore:: M= (B+F)(A+D) (E+C)(A+E)(B+C)(F+D)=1

développons cette fonction M sous forme de somme de produits:

= (BDE+ABCD+ABEF+ABCF+CDEF+ACDF+ACEF+ACF)
pour que cette fonction soit égale a 1, il suffit qu'un de ses mondme soit égal a 1; par exemple
ABCD=1 ouencoreprendre A et B et Cet D.

On remarque cependant que le probleme étant de minimiser I'expression def, il faut choisir un
nombre minimum de mondémes premier, ce qui se traduit par le choix d'un monéme de M de
plus faible degré: soit BDE, soit ACF.

Notre fonction a donc deux expressions minimales:

F:x‘y+y2+27< et Xy+yz+zXx

Elle aauss des expressions non minimales (bien que non redondantes) par exemple

F=Xy+Xy+Xxz+yz correspondant au monéme ABCD deM



Remarque: en développant, on trouve toutes les combinaisons de monémes donnant une
forme non redondante. Mais plutdét que de développer bétement pour trouver toutes les
formes, ce qui n'a pas dintérét (il suffit d'en trouver une!), on remarque que le degré du
polynébme développé étant certainement supérieur a trois, un de ses mondmes de plus bas
degré est BDE donc une solution minimale est

f= xy+ yz+ zx

2.2.3.4. NOTA: généralisation a d'autres problémes d'optimisation

On rencontre fréquemment des problemes de choix complexes faisant intervenir divers
criteres.
Exemple: choisir une équipe de personnes pour répondre a une mission. Par exemple on a
besoin d'un informaticien, d'un angliciste, d'un commercial, d'un matheux. 5 personnes se
présentent : Jean(J) informaticien et angliciste, Marie (M) informaticienne et commerciale,
Paul (P) informaticien matheux et commercial, Colette (C) matheuse et commerciale et
angliciste. Tous réclament le méme salaire. Quel est le meilleur choix (le max de compétence
pour le moindre coiit) ?

a) on associe a chacun une variable booléenne = 1 si on la recrute.
Critere "informaticien": il faut prendre Jean ou Marie ou Paul : J+M+P=1

critere "matheux" il faut prendre Paul ou Colette : P+C=1
critere "commercial” il faut prendre Paul ou Marie P+M=1
critere "anglais" il faut prendre Jean ou Colette J+C=1

b) comme il faut répondre aux quatre criteres, il faut avoir :
J+P+M= P+C=P+M=J+C=1
ou encore f=(J+P+M)(P+C)(P+M)(J+C)=1
c)pour que cette fonction f'soit égale a 1 il suffit qu'un de ses monéme soit égale a 1
développons donc:
f=(P+CM)(J+PC+MC)= PJ+PC+PMC+JCM+PCM+CM= PJ+PC+CM

donc trois choix optimaux: Pierre et Jean (PJ), Pierre et Colette(PC), Colette et Marie(CM),
les autres choix étant redondants (par exemple JMC multiple de MC) .



