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On rencontre fréquemment des grandeurs ayant deux états et deux seulement : 

une relation est «VRAIE » ou «FAUSSE » 
un interrupteur est «OUVERT»  ou «FERME » 
un transistor «CONDUIT» ou  «NE CONDUIT PAS » 
un support magnétique peut être aimanté  de haut en bas ou de bas en haut, 
etc.. 

Ces grandeurs sont dites «Booléennes» du nom de leur inventeur et formalisateur 
Boole. Pour unifier l’étude des fonctions booléennes, on unifie les notations en 
utilisant les deux symboles 0 et 1 avec par exemple les conventions 

VRAI ,OUVERT,  CONDUIT, etc... sont notés 1 par convention, 
FAUX, FERME, NE-CONDUIT-PAS, etc...  sont notés 0 par convention. 

1 et 0 sont des symboles purement conventionnels (on pourrait les permuter, ou  
choisir 1 et 2, - et +, etc..) ; ce ne sont pas des chiffres ; les opérations arithmétiques 
doivent être oubliées dans cette étude.

Toujours par convention on définit la relation d’ordre � ������
�

5(0$548(��UHODWLRQ�HQWUH�O
DOJqEUH�GH�%RROH�HW�O
DOJqEUH�HQVHPEOLVWH��
Les deux algèbres sont identiques même si les notations diffèrent::  
par exemple dire qu'un objet a appartient à un ensemble A revient à dire que la  fonction 
DSSDUWLHQW�$�D� est VRAIE. 
De même dire qu'un objet x appartient à l'union de deux A et B revient à dire que 
DSSDUWLHQW�$�[� 95$,� �RX DSSDUWLHQW�%�[� �95$,�  Ceci se généralisera à toutes les fonction 
propriétés dans les deux algèbres . 

 



�����)RQFWLRQV�ERROpHQQHV��JpQpUDOLWpV
D’une façon générale on s’intéresse aux applications de {0,1}

n
dans {0,1}ou 

"fonctions booléennes". 
 
������ IRQFWLRQV�G¶XQH�YDULDEOH� 

Une fonction booléenne y = f(x) de la variable booléenne x peut être 
simplement définie « point par point », c’est à dire en donnant explicitement la valeur 
de la fonction pour chaque valeur de la variable. On constate qu’il y a 4 fonctions 
d’une variable données par le tableau suivant : 

Il est facile de 
montrer qu'il ne peut y 
avoir d'autres fonctions.  
Ainsi la fonction f0(x) 
est la fonction 

"dégénérée" constamment  nulle ainsi   que la fonction f3(x) constamment unité. 
La fonction f1(x) est identique à x,                                              
La fonction f2(x) est le «contraire» de x, appelée son FRPSOpPHQW et notée  x
( parfois x’).  On peut noter ses propriétés :        

 ___ 
0 = 1, 1 = 0 ,    et surtout   (x ) = x. quelque soit x 
 
A cette fonction peut être associée la fonction "complément d'un ensemble": 
 

x∈ A =    x ∈ ¬A =    x ∉ A

�������IRQFWLRQV�GH�GHX[�YDULDEOHV�]� �I�[�\����
�

Comme précédemment elles peuvent être définies par la valeur de la fonction pour les 4 
combinaisons de valeurs de x et y, c’est à dire par le tableau : 
 

x y f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

parmi ces fonctions on retrouve les fonctions constantes f0 et f15,  les fonctions 
respectivement identiques à x et à y  (f3 et  f5), les fonctions  compléments de x et y (f12 et  
f10). Les autres sont des «vraies» fonctions de x et y.  Certaines ont des propriétés 
remarquables qui vont faire l’objet de la suite du chapitre. 

 

x f0(x) f1(x) f2(x) f3(x) 
0 0 0 1 1 
1 0 1 0 1 

 



�����IRQFWLRQV�(7�HW�28���7UHLOOLV�GH�%RROH��
 
Les fonctions f1 et f7 ont des propriétés remarquables, bases de la plupart des calculs 
booléens : 
 

�������IRQFWLRQ�28��I���
 

Cette fonction est égale à 1 si x  OU y  sont égaux à 1,    d’où son nom. Elle est égale 
à 0 quand x et y sont nuls. 
 
Notation :  pour la commodité on note cette fonction [ ��\, bien que + ne désigne pas 
l’addition arithmétique ! 
 
On remarque également qu’avec la convention  0 < 1, cette fonction est le maximum 
de x et de y.  On en déduit une série de propriété classique du maximum :Î
(1) commutativité : max(x,y)=max(y,x)   ou encore x+y = y+x 
 
(2) associativité : max(x,max(y,z)) =  max(max(x,y),z)  

ou encore   x+(y+z)=(x+y)+z = x+y+z 
 
(3) idempotence : max(x,x)=x   ou encore x+x=x (et non 2x !) 
 
(4) élément neutre 0 : max(x,0)=max(0,x)=x  (puisque 0≤x)  ou encore   x+0 = 0+x = x 
 
(5) 1 est absorbant : max(x,1)= max(1,x) = 1  (puisque x≤1) ou encore x+1 = 1+x = 1 
 
(6) absence d’inverse pour la somme : en raison de (5), il n’existe pas quelque soit x 
un élément y  tel que x+y=0. 

 
Ces propriétés confèrent à l’ensemble des grandeurs booléennes une structure dite de «demi 
treillis distributif» 

A ces propriétés fondamentales, on peut ajouter quelques  remarques intéressantes pour la 
suite : 
(7) x ≤ x+y par définition d’un maximum 
 
(8) si x ≤ a, alors x+a=a (idem) 
 

x y f7
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1



Relation avec la théorie des ensembles 
Comme on l'a vu ci dessus , on a: 
 
x∈ A ou x∈ B est équivalent à   x ∈ B ∪ C. donc l'ensemble X des x est égal à  
B ∪ C. On en déduit les propriétés d'associativité, commutativité, etc… de l'opération 
d'union sur  les ensembles. 
 

������ IRQFWLRQ�(7�
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Cette fonction est égale à 1 si x  ET  y  sont égaux à 1,    d’où son 
nom. Elle est égale à 0 quand x ou y sont nuls. 
1RWDWLRQ : pour la commodité on note cette fonction xy  ou x.y 
 
On remarque également qu’avec la convention  0<1, cette fonction 
est le PLQLPXP de x et de y.  comme ci dessus, on en déduit une 

série de propriété classique du minimum : 
 
(10) commutativité : min(x,y)=min(y,x)      ou encore xy = yx 
 
(11) associativité : min(x,min(y,z)) =  min(min(x,y),z)  

ou encore   x(yz)=(xy)z = xyz 
 
(12) idempotence : min(x,x)=x   ou encore xx=x (et non x² !) 
 
(13) élément neutre 1 : min(x,1)=min(1,x)=x    (puisque x≤1) ou encore      x1 = 1x = x 
 
(14) 0 est absorbant : min(x,0)= min(0,x) = 0    ou encore       x0 = 0x = 0 
 
(15) absence d’inverse pour le produit: en raison de (14), il n’existe pas quelque soit x un 
élément y  tel que xy=1.  (sauf pour x=1!) . 
00
5HPDUTXH� WRXW�pOpPHQW�QRQ�QXO� �LO�Q
\�HQ�D�TX
XQ�F
HVW����D�XQ� LQYHUVH��SURSULpWp�TXL�VHUD�
LPSRUWDQWH�SRXU�PRQWUHU�OD�VWUXFWXUH�GH�FRUSV��
 
(16) si x ≤ a,    alors     x a = x. (par définition d'un minimum) 

 
(17) ax ≤ x pour tout a, par définition d’un minimum. 
 
(18) on en déduit que  x + a x = x (puisque a.x ≤ x) c’est à dire TX¶RQ�SHXW�VXSSULPHU�GDQV�

XQH�VRPPH�WRXV�OHV�PXOWLSOHV�G¶XQ�PRQ{PH, exemple :   a b c + a c = ac 
�
1RWD��SRXU�OHV�PDWKHX[������ FHV SURSULpWpV� FRQIqUHQW� j� O¶HQVHPEOH� GHV� JUDQGHXUV� ERROpHQQHV� XQH� VWUXFWXUH� GLWH� GH�

©GHPL�WUHLOOLV�GLVWULEXWLIª���
 

x y f1 
0 0 0 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 
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5HPDUTXH�� ,O�\�D�XQH�V\PpWULH�SDUIDLWH�HQWUH�OHV�IRQFWLRQV�(7�HW�28��GXH�j�OD�V\PpWULH� HQWUH� OHV� V\PEROHV� �� HW� �� �VL� RQ� SHUPXWH� OHV� V\PEROHV� �� HW� �� GDQV� OH�WDEOHDX� GpILQLVVDQW� OH�28�� RQ� REWLHQW� OD� GpILQLWLRQ� GX�(7��� &HWWH� V\PpWULH� HVW�DSSHOpH� GXDOLWp��$� WRXWH� SURSULpWp� RX� WKpRUqPH� � FRUUHVSRQG� OD� SURSULpWp� RX� OH�WKpRUqPH�GXDO���

Relation avec la théorie des ensembles 
Comme  ci dessus , on a: 
 
x∈ A et x∈ B est équivalent à   x ∈ B ∩ C. donc l'ensemble X des x est égal à  
B ∩ C. On en déduit les propriétés d'associativité, commutativité, etc… de l'opération 
d'intersection sur  les ensembles. 
�

(21) Distributivité de ET pour  OU :
min(x,max(y,z)) = max(min(x,y),min(x,z)) ou encore  x ( y + z) =  x y + x z 

Cette propriété du max et du min, qui n’est peut-être pas évidente pour tous, peut se 
démontrer de la manière suivante : 
 
pour démontrer que x ( y + z ) =  x y  + x z ,  on considère deux cas : 
 cas x=0 :   à gauche:  0.( x + y ) = 0         et  à droite: 0 x + 0 y = 0 + 0 = 0  donc égalité 
 cas x=1 :   à gauche: 1.( x + y ) = x+y      et à  droite: 1.x +1.y = x + y        donc encore égalité 
 
cette propriété semblable à la distributivité du produit pour la somme en arithmétique 
simplifie la pratique des calculs, par exemple, on développera facilement des expressions 
telles que (a+b+c)(d+e)(f+g+h) comme en algèbre classique. 
 
A ces propriétés fondamentales, on peut ajouter comme précédemment les propriétés 
évidentes suivantes : 
 

(22) distributivité de OU pour ET 
par dualité on déduit de (17) la propriété moins évidente :     x+yz= (x+y)(x+z)  
sans utiliser la dualité, on pourrait développer : 
(x + y) ( x + z )= x x + x z + y x + y z  =  x + x z + x y + y z     d’après (21) 

 = x + y z     d’après la remarque (18) ci dessus, puisque x z ≤ x et x y ≤ x



1RWD���SUDWLTXH�GHV�FDOFXOV���/H� GpYHORSSHPHQW� G¶H[SUHVVLRQ� GRQQHUD� HQ� JpQpUDO� OLHX� j� GH� QRPEUHXVHV�
VLPSOLILFDWLRQV���H[HPSOH���
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H[SUHVVLRQ� TXL� VH� VLPSOLILH� HQ�VXSSULPDQW� OHV� PRQ{PHV� UpSpWpV� � �LGHPSRWHQFH� GX�
SURGXLW�HW�GH�OD�VRPPH���
$  ��D���D�E���D�G���D�E���E���E�G���D�F���E�F���F�G��
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VXLYDQWH���SRVRQV�; �D���E��� O¶H[SUHVVLRQ�j�GpYHORSSHU�V¶pFULW���;���F�����;���G���HW�
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FH TXL� GRQQH� XQ� FDOFXO� SOXV� UDSLGH� TXH� G¶pFULUH� OHV� �� PRQ{PHV� REWHQXV� HQ�
GpYHORSSHPHQW�ErWHPHQW���
�
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(23) a +a = 1 (évident)                                                                             _               
Application : simplification de certaines expressions, exemple: a x + a x = a( x + x )=   a 
 _____       
(24) complément d’une somme : a + b   =  a . b
en effet on peut distinguer deux cas : 

 ___   ___    
cas a=0  alors  a+b= 0+b= b et  a .b = 0 .b = 1 .b = b

___ ___ 
cas a=1  alors  a+b= 1+b= 1=0   et    a .b = 1 .b = 0 .b = 0 

 ___      _      _ 
(25)  complément d’un produit : a.b  =  a  +  b    (par dualité) 
 

(26) FRPSOpPHQW�G
XQH�H[SUHVVLRQ�HQ�VRPPH�GH�SURGXLWV� 
soit f  =  Σmi son complément est donc�d'après (24)  f  =  Π mi

pour chaque mi=Π xj on calcule son complément par (25)      f= Π( Σxj )
HQ� IDLW�� RQ� UHPSODFH� WRXV� OHV��� SDU� GHV� �� HW� YLFH� YHUVD�� HW� WRXWHV� OHV� OHWWUHV� SDU� GHV� OHWWUHV�FRPSOpPHQWpHV�HW�YLFH�YHUVD��
 



exemple:  
 

f= a b  +  b c  +  c a  f = (  a + b ) ( b + c ) ( c + a ) 
 
On peut éventuellement développer cette expression et on obtient: 
 

f = a   b  c + a b c 
 
(27)  a + a  b = (a + a  ).(a+b)  par distributivité de + pour x 

 = 1.(a+b)= a+b 
 

������ )RUPH�FDQRQLTXH���
 
Toute fonction f(x) peut se mettre sous la forme dite canonique (unique): 

 
(28)          f(x) = x f(1)  + x f(0)  
 
(démonstration évidente  en distinguant les cas x=1 et x=0)  

 
On peut appliquer ceci pour une fonction de deux variables : 

 
f(x,y)  = x f(1,y) + x f(0,y)    d’après (28) 
 

= x .( y .f(1,1)  + y f(1,0))  + x .( y  f(0, ) +y f(0,0) )   
 toujours d’après (28) .   on a donc : 
 
(29) f(x,y) = x y f(11) +  xy f(10) + x y f(01) + x y f(00) 

 
(on notera la correspondance entre l’apparition de la variable accentuée et celle du 0 dans la 
fonction). Ceci  se généralise à un nombre quelconque de variables : 

 
(30) f(w,x,y,z...) =  w x y z f(1,1,1,1...) +  w x yz f(1,1,1,0...)+ . . . . +  

 
wxyz f(0,0,0,0...) 

 

La forme canonique d’une fonction de n variables comporte donc 2
n

termes appelés monômes 
canoniques. Cette forme est en général très loin d’être minimale, mais elle a l’avantage d’être 
unique (à l'ordre près des monômes) 



$SSOLFDWLRQ�: détermination de l’expression algébrique d’une fonction donnée par points.
exemple : soit la fonction f(x,y) définie par : 
 

x y f 
0 0 0 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

 
cette fonction s’écrit d’après (27): f(x,y)= x y 0 + xy 1 + x y 1 + xy 0 = xy + x y    
 

On en déduit au passage que WRXWH� IRQFWLRQ� HVW� XQ� SRO\Q{PH, et également qu’avec les 
opérations ET, OU, COMPLEMENT RQ SHXW�H[SULPHU�WRXWH�IRQFWLRQ..

�������� 1RWD: l’expression polynomiale d’une fonction n’est pas toujours unique comme le 
montre l’exemple de la fonction OU :  f(00)=0, f(11)=f(10)=f(01)=1 donc x+y peut également 
s’écrire:  x+y=  x y + xy + x y  

 
On voit donc que la forme canonique ne donne pas forcément l’expression minimale de la 
fonction. D’une manière générale  une fonction a plusieurs écritures possibles sous forme 
polynomiale ; il s’ensuit une réelle difficulté à décider si deux fonctions sont égales ou non ;  
 
Exemple la fonction x +x y est elle égale ou non à y + xy ?  Par contre sous forme 
canonique l’égalité est évidente 
 
Le chapitre suivant sera consacré à la minimisation des expressions. 
 

���������3DVVDJH�G¶XQH�VRPPH�GH�SURGXLWV�TXHOFRQTXH�j�OD�IRUPH�FDQRQLTXH�
�
OHPPH���  toute expression composée de monômes canoniques (à n variables) est une forme 
canonique (trivial) 
 
Il suffit donc de transformer chaque monôme de la somme en monôme canonique. 
 
PpWKRGH�� remplacer dans chaque monôme une lettre absente par la somme d’elle même et 
de son complément, puis développer en éliminant les redondances éventuelles.  

Exemple  1: 
f(x,y,z)=     x  y+ yz =  x y ( z +z ) + yz ( x +x )  puisque  ( z +z ) = ( x +x ) =1 

= x y z + x yz + x yz + x yz



Exemple 2 : 
f(x,y,z)= x + y z =  x (y + y ) ( z + z ) +  ( x +x ) y z          développé en : 
 

= x y z + xy z + x yz + xyz +  x y z +x y z         on élimine les redondances : 
 
= x y z + xy z + x yz + xyz + x y z                       forme canonique finale 

 

1.3.5. forme canonique en produit de somme 
 
Par dualité avec le théorème du § 1.3.4. on montre que toute fonction f(x) peut s'écrire 
 

F(x)=(x+f(1))( x+f(0)) 
Que toute fonction de deux variables peut s'écrire: 
F(x,y)=(x+y+f(0,0))(x+y+ f(0,1))( x+y+f(1,0))( x +y+f(1,1)) 
 
Etc… 
 

Comme précédemment, cela implique que toute fonction peut se mettre sous la forme d'un 
produit de somme de lettres directes ou accentuées (on parle de "monal", abréviation de 
"monôme dual" et de  "polynal", abréviation de "polynôme dual" ) 
 
Exemple, la fonction xy peut également s'écrire sous forme canonique duale: 

(x+y)( x+y)( x+y) 
 

1.4. RESUME  
 
On a vu que les fonctions ET et OU confèrent à l'ensemble des fonctions booléennes la 
structure de treillis  distributif (structure comportant un maximum et un minimum pour tout 
couple de fonctions) . L'existence du complément lui confère la structure de treillis distributif 
et complémenté ou WUHLOOLV� GH� %RROH. Cette structure a des propriétés intéressantes, 
notamment parce que ses opérations de base sont facilement réalisables en électronique.  Mais 
elle n'a pas la richesse de celle de l
DOJqEUH de Boole basée sur les opérations "OU 
EXCLUSIF" et "ET" que nous verrons ci dessous 
 



�����$OJqEUH�GH�%RROH��
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Cette structure beaucoup plus intéressante en théorie que la première fait appel 
à la fonction ET et à la fonction OU_EXCLUSIF : 
 
�������)RQFWLRQ�28�(;&/86,)�

Considérons la fonction  f6 du paragraphe 1.2.2. :Cette fonction 
est égale à 1 quand  x OU y (MAIS PAS LES DEUX) sont égaux 
à 1 ; on l’appelle donc le OU EXCLUSIF. On peut aussi 
remarquer qu’elle est égale à 1 quand x et y  sont différents on 
l’appelle alors également la DISJONCTION (son complément la 
fonction f9  égale à 1 quand x et y sont égaux est appelée la 
CONJONCTION). On peut enfin remarquer que si on considère 
les symboles 0 et 1 comme des chiffres arithmétiques, cette 
fonction est alors la SOMME MODULO 2.

1RWDWLRQ����] �[�� \

3URSULpWpV��
�
�������� VWUXFWXUH�GH�JURXSH: de par la propriété d’être la somme modulo 2  cette fonction ⊕
confère à l’ensemble des grandeurs booléennes la propriété d’être un JURXSH� FRPPXWDWLI��
C’est une propriété mathématique classique de la somme modulo 2 qui peut cependant se 
démontrer de façon simple : 
 
(29) commutativité : x ⊕ y = y ⊕ x (évident en raison de la symétrie du tableau). 
 
(30) 0 élément neutre : 0 ⊕ x= x ⊕ 0 = x 
 
(31) inverse : x ⊕ x = 0  x est son propre inverse (évident) 
 
(32) x ⊕ 1 = x (évident) 
 
(33) associativité : x ⊕ (y ⊕ z) = (x ⊕ y) ⊕ z noté x ⊕ y ⊕ z

distinguons deux cas :  
 y=0 :  x ⊕ (0 ⊕ z)= x ⊕ z et       (x ⊕ 0) ⊕ z = x ⊕ z (d’après (30)) 
 

y=1 :   x ⊕ (1 ⊕ z)=  x ⊕z et  (x ⊕ 1) ⊕ z =x ⊕ z = x ⊕ z

or si x ≠ z, alors x ≠ z;  ces deux dernières expressions sont donc égales 
 
on a bien les propriétés d’un JURXSH�FRPPXWDWLI� � 

X Y Z 

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 0



6WUXFWXUH�GH�FRUSV��
�
Le ET est GLVWULEXWLI�j�JDXFKH�HW�j�GURLWH�SRXU�OH�28�H[FOXVLI���
 
(34) x.(y ⊕ z) = x.y ⊕ x.z     (évident  en distinguant les cas x=0 et x=1) 
 
(35) de plus, on peut remarquer que toute grandeur non nulle a un inverse pour le ET (il n’y en 

n’a qu’une c’est 1 ! et l'inverse de 1 est 1 lui même) 
 
Les grandeurs booléennes forment donc un�FRUSV�FRPPXWDWLI��Concrètement, cela revient à 
dire que toutes les propriétés classiques du corps des réels se retrouvent . 

�
������� VWUXFWXUH�G¶DOJqEUH��

�
Sur l’ensemble des IRQFWLRQV booléennes on peut donc définir deux 
opérations internes : 
 
le RX H[FOXVLI (associative, commutative qui a un neutre 0 et un inverse) 
le HW (associatif, commutatif, distributif pour le ou exclusif, qui a un élément neutre 1 , 
mais pas d’inverse), 
 

Les fonctions booléennes forment donc un DQQHDX�FRPPXWDWLI� 
De plus on définit un SURGXLW� H[WpULHXU par un scalaire pris sur le corps {0,1} des 
booléens, ce qui donne à l’ensemble des fonctions la structure d’DOJqEUH���
�
Cela signifie que toutes les propriétés classiques sur l'algèbre des réels se retrouvent 
dans l'algèbre de Boole, en particulier la pratique courante des calculs. 
�

������ H[SUHVVLRQ�GHV�IRQFWLRQV��
�

Théorème toute fonction f(x) peut se mettre sous la forme : 
(36) f(x) =  (f(0) ⊕ f(1)) x  ⊕ f(0)    = A.x ⊕ B (où A est indépendant de x) 

 
en effet pour x=0 on a : (f(0) ⊕ f(1)).0 ⊕ f(0) = f(0)    
 et pour x=1:        ( f(0) ⊕ f(1)).1 ⊕ f(0) = f(1)�
(37) 7KpRUqPH� toute fonction est OLQpDLUH��SDU�UDSSRUW�j�FKDFXQH�GHV�YDULDEOHV�

1RWD �� H[SUHVVLRQ� WRXW� j� IDLW� FRPSDUDEOH� j� FHOOH� GH� O¶DOJqEUH� FODVVLTXH��� RQ�SHXW FRQVLGpUHU�TXH��
$ I���� � I���� � HVW� OD� ©GpULYpH� ERROpHQQHª� GH� OD� IRQFWLRQ� �RQ� SRXUUDLW�
DEXVLYHPHQW pFULUH��������� ���I����� I����

� $ ���������
� � �

SXLVTXH����� �  �����OH�VHXO�pOpPHQW�LQYHUVLEOH�SRXU�OH�(7���



����� � 2Q�D�GRQF����I�[� �[��I ’x � I����
�/H OHFWHXU� SRXUUD� YpULILHU� OXL� PrPH� TXH� FHWWH� ��GpULYpH� ERROpHQQH�� D� OHV�PrPHV� SURSULpWpV� TXH� OD� GpULYpH� XVXHOOH� �VDXI� pYLGHPPHQW� FHOOHV� IDLVDQW�LQWHUYHQLU��j�OD�FRQWLQXLWp���

Cas de plusieurs variables: 
 

en appliquant ce théorème à une fonction de deux ou plusieurs  variables on obtient 
des formes telle que : 
 
(38) f(x,y) = A x.y ⊕ Bx ⊕ Cy ⊕ D
et de même pour 3 variables: 

f(x,y,z)= Axyz ⊕ Bxy ⊕ Cxz ⊕ Dyz ⊕ Ex ⊕ Fy ⊕ Gz ⊕ H
etc... 

 
Théorème: avec les seules opérations ET et OU_EXCLUSIF RQ SHXW� UpDOLVHU� WRXWH�
IRQFWLRQ��ou encore� 7287(�)21&7,21�(67�81�32/<120( 

127$��/D�VWUXFWXUH�G¶DOJqEUH�HVW�EHDXFRXS�SOXV�ULFKH TXH�FHOOH�GH�WUHLOOLV��HW�LO�
VHPEOHUDLW TXH�OD�PHLOOHXU�IDoRQ�G¶H[SULPHU�OHV�IRQFWLRQV�ERROpHQQHV�VRLW�SOXW{W�
DYHF� (7� HW� 28B(;&/86,)� TX¶DYHF� (7�� 28�� &203/(0(17��
0DOKHXUHXVHPHQW� OH� 28�(;&/86,)� Q¶HVW� SDV� XQH� IRQFWLRQ� pOpPHQWDLUH� HQ�
pOHFWURQLTXH��FRQWUDLUHPHQW�DX[�DXWUHV��OD�VWUXFWXUH�GH�WUHLOOLV�HVW�HQ�IDLW�OD�SOXV�
XWLOLVpH��

5HODWLRQV�GLYHUVH�DYHF�(7�HW�28�
 _       _ 
(38) x ⊕ y = x y   +  x y    (cf § 1.3.4.) 
 
(39) x + y = x⊕ y ⊕ xy  
 
(40) Nota : si deux fonctions f et g sont GLVMRLQWHV (leur produit f.g est identiquement nul) 
alors   �I�� J  �I���J�
En effet, f ⊕ g et  f + g  ne diffèrent que par leur valeur quand f et g valent 1 simultanément, 
ce qui est impossible puisque f.g ≡ 0 . 
&RUROODLUH, à la forme canonique en ET et OU  correspond une forme similaire en ET et 
OU_exclusif ; par exemple pour 2 variables : 
 

_ _                _ _   
f(x,y) = x y f(11) + x y f(10) + x y f(01) + x y f(00) 
 _              _                 _ _  
 = x y f(11) ⊕ x y f(10) ⊕ x y f(01) ⊕ x y f(00) 

 
puisque tous les monômes canoniques sont disjoints 2 à 2 



Ceci donne un moyen de passer de la forme     ET/OU  à la forme ET/OU_EXCLUSIF : 
 

a)  à partir d’une forme quelconque et ET/OU, mettre sous forme canonique ; 
b) convertir tous les + en  ⊕ _
c)  remplacer toutes les lettres accentuées par exemple x  en (x ⊕ 1)
d) développer 
 

Exemple  
a +b =  a b + ab + a b         (forme canonique) 
 =  a b ⊕ a b ⊕ a b 
 =   a b ⊕ a (b ⊕ 1) ⊕ (a ⊕ 1) b 
 =   ab  ⊕ ab  ⊕ a ⊕ ab   ⊕ b

= a ⊕ b ⊕ ab 
 

Inversement : partant d’une forme ET/OU_EXCLUSIF , on procède comme au § 1.3.4.3. 
pour obtenir une forme canonique :   exemple : 
 
f(a,b) =  a ⊕ b ⊕ ab    dans chaque monôme chaque lettre absente est remplacée : 
 

= a �E � CE� ⊕ �D � CD� b ⊕ ab   on développe : 
 

=ab ⊕ ab ⊕ ab ⊕ a b  ⊕ ab on simplifie : 
 

=ab ⊕ ab ⊕ a b   on remplace ⊕ par + : 
 

=ab + ab +  ab   =forme canonique ET/OU. 
Eventuellement il ne reste plus qu'à minimiser l'expression trouvée 
�
������ pTXDWLRQV�OLQpDLUHV�
�

L’existence de l’inverse permet de faire sensiblement les mêmes calculs qu’en algèbre 
normale : 
exemple , résoudre   a ⊕ x = b : on peut ajouter  a aux deux membres de l’équation : 

a ⊕ (a ⊕ x) =  a ⊕ b ou encore : 
(a ⊕ a) ⊕ x =  a ⊕ b ou enfin:    
x = a ⊕ b

On constate donc qu’on peut faire passer un terme de gauche à droite du signe = ou 
inversement. Comme en algèbre classique (mais sans changement de signe!) 
 
Nota: on pourrait traiter de même des systèmes d'équations linéaires, et appliquer les 
méthodes classiques de l'algèbre sur R 
 
Cela  peut conduire à traiter par exemple des matrices booléennes avec toutes les propriétés 
des matrices normales (propriété très utilisé dans la théorie du codage) 



1.5.1. DXWUHV�IRQFWLRQV�
�
Les autres fonctions de 2 variables n’ont pas de propriétés marquantes au point de vue 
mathématiques. On note cependant : 

 
������ IRQFWLRQ�125�(fonction f8 du § 1.2.2.) 

 
La fonction f7 est égale à 1 quand QL x QL y ne valent 1. On l’appelle la fonction NI en 
français, NOR en anglais elle s’écrit 

 _ _ 
 x y  = NOR(x,y) 
 
elle est commutative (puisque le ET l’est) 
elle n’est pas associative, n’a pas de neutre, n’est distributive par rapport à rien, en 
bref, elle n'a pas grand intérêt algébriquement parlant.  
 

Néanmoins elle a deux propriétés fondamentales : 
 
���������elle permet à elle seule de UpDOLVHU� Q¶LPSRUWH� TXHOOH� IRQFWLRQ, puisqu’elle 

permet de réaliser :  
 

le complément : NOR(x,x)= x , 
 
le  ET:  NOR(x, y)= x.y  ,   
 _______     
 le OU :   NOR(x,y) = x + y 
 

comme ces trois opérateurs permettent de tout exprimer, il en va de même pour le 
NOR  
 

�������� F¶HVW�XQH�GHV�IRQFWLRQV�IDFLOHPHQW�UpDOLVDEOH�HQ�pOHFWURQLTXH 
allié à la  précédente, cette propriété fait du NOR une fonction des plus précieuse !  
 

������ IRQFWLRQ�1$1'�(fonction f14 du § 1.2.2.) 
 

La fonction f14 est égale à 1 quand x ou y  valent 0 (c'est le complément du 
ET). On l’appelle la fonction NAND en anglais , contraction de NOT-AND elle 
s’écrit : 
 ___    
 x.y = x +y = NAND(x,y) 
 
Ses propriétés sont analogues au NOR :elle est  commutative (puisque le OU l’est), 
elle n’est pas associative, n’a pas de neutre, n’est distributive par rapport à rien. 
Néanmoins comme la précédente, elle a deux propriétés fondamentales : 



���������elle permet à elle seule de UpDOLVHU�Q¶LPSRUWH�TXHOOH�IRQFWLRQ, puisqu’elle 
permet de réaliser :                
 
le complément : NAND(x,x)= x ,  
 _________ 
le  OU:  NAND(x, y)= x + y  ,   le ET :  NAND(x,y) = x y 
 
comme ces trois opérateurs permettent de tout exprimer, il en va de même pour 
le NAND 
 
�������� C’est l’autre  fonction facilement réalisable en électronique� (Q�IDLW�OD�
SOXV�XWLOLVpH.
On trouvera dans les ouvrages sur les circuits logiques comment l'utiliser. 
 

������IRQFWLRQ�LPSOLFDWLRQ�(fonction f13 du § 1.2.2.)  
 

Cette fonction notée  x→y est très importante en logique : en revenant à la 
correspondance 0= faux  et 1= vrai, elle signifie quand elle est vraie : « VRLW [�HVW�IDX[�VRLW�\�
HVW YUDL » donc [ LPSOLTXH�\��

�
1RWD�
X implique y signifie qu'il est impossible d'avoir x et non y; donc : 
�
[→\  �MDPDLV�[�HW�SDV�\�� ���x. y  = x+ y�

Une propriété importante: la transitivité: 

A→B et B→C entraine  A→C
Deux démonstrations: 
 
a) (A+B)(B+C)=(A+B)(B+C)(A+C)   (il suffit de développer les deux côtés) 
 
b) ((A→B).( B→C)) → (A→C) = "vrai" ou encore par définition de l'implication: 
 

(A+B)(B+C) + (A+C)=1 
 
A.B+B.C+A+C=1 ce qui est trivial 

 
Signification: dire que A implique B et B implique C est suffisant, inutile de dire que A 
implique C 



Application: modélisation des connaissances;

a) Tout théorème s'exprime en terme d'implications 
Exemple: 
 Théoreme 1 (ABC est un triangle).(angle A= angle B) → (coté BC=côté AC) 

Théorème 2 (coté BC=côté AC) → (C est sur la médiatrice de AB) 
 
de la forme X.Y→Z et Z→W ou encore  (X+Y+Z)(Z+W)= (X+Y+Z)(Z+W)(X+Y+W) 
inutile de d'énoncer le théorème 3 déduit des deux autres. 
 
b) ceci ne s'applique pas qu'aux mathématiques, mais par exemple aux bases de données: 
exemple: données relatives à une agence immobiliaire: on a des "définitions fonctionnelles" 
 
- vendeur(logement):  quand on connaît un logement L, on connaît son vendeur V;  
- prix(vendeur, acheteur ): si on connaît le vendeur V et l'acheteur A , on connaît le prix P.  
- prix(logement, acheteur): si on connaît le logement L et l'acheteur A , on connaît le prix P.  
-

Ceci s'exprime par: (L → V) . (V.A → P). (L.A → P) 
 
Mais cette description peut se simplifier:en remarquant que: 
 (L → V) . (V.A → P). (L.A → P) = (L → V) . (V.A → P)    
 
le dernier "facteur" du premier membre n'ajoute rien, inutile de créer un tableau [logement, 
acheteur, prix] 
 

$SSOLFDWLRQ��HQVHPEOHV�
L'inclusion des ensembles peut s'exprimer par l'implication: 

 
A ⊆ B =  x∈A → x∈ B



�������)RQFWLRQ�FRQMRQFWLRQ�(fonction f9) 
 

C’est le complément du "ou exclusif "  ou "disjonction" on la note x ⊗y. 
 C'est également la fonction égalité notée = 
 

Elle a les SURSULpWpV GXDOHV�GX�RX�H[FOXVLI�
Associativité, commutativité, 1 est élément neutre, tout élément est son propre inverse, 

distributivité du + pour ⊗, etc… 
�
En particulier avec le� OU (dual du ET), elle donne également aux fonctions la structure 
d’algèbre. 
 C’est par pure habitude qu’on ne l’utilise pas et qu’on lui préfère le OU_EXCLUSIF. 
 
Application: certaines expressions logiques peuvent se simplifier: 
 
([HPSOH�� si (a <b)= VRAI alors….   Se simplifie en   si  a<b alors… puisque  1 étant 
élément neutre, x ⊗ 1 = x 
([HPSOH���
Si (a<b) et ( c<d) ou (a≥b)et(c≥d) alors… s'écrit plus simplement: 
Si (a<b)=(c<d) alors….  
 
Expressions canoniques: a ⊗ b =   a . b + a . b   =  ( a + b ) . ( a + b ) 
 
La deuxième expression montre que a ⊗ b= (a→b) . (b→a) 
 
Exemple d'application: exprimer que 3 grandeurs sont égales 
 
a=b=c     =   (a→b) . (b→a). (b→c) . (c→b). (a→c) . (c→a) 
 
mais la transitivité de → implique que  
 
(a→b). (b→c) → (a→c) donc le terme (a→c) est inutile car compris dans les deux autres. De 
même b→a et c→b sont inutiles; donc: 
 
a=b=c =   (a→b) . (b→c) . (c→a) 
 



&+$3,75(���0,1,0,6$7,21�'(6�(;35(66,216��
�

���� LQWURGXFWLRQ�
 

On a vu au chapitre 1 que les formes polynomiales d'une même fonctions peuvent 
avoir des complexités très variées. Exemple: 
 

x y + x y + xy =   x + x y       =      x + y  
 
Or la complexité de l'expression est liée directement au coût de réalisation, et il s'agit, sinon 
de trouver la forme minimale,  au moins de trouver une forme relativement optimale. Les 
méthodes se répartissent en trois grandes classes: 
 méthodes empiriques (algébriques) 
 méthodes graphiques, 
 méthodes rigoureuses. 
 

exemple: simplifier x y + xy + x y  
 

= x y + x y + xy + x y     d'après l'idempotence  
 

= x ( y + y ) + y ( x + x )    (commutativité, distributivité) 
 = x + y     
 

'pILQLWLRQV��
�

A chaque monôme canonique est associé la valeur des variable pour lequel ce monôme 
vaut 1, c'est à dire un SRLQW dans l'espace {0,1}n . la valeur 1 du monôme "caractérise le point" 
 
Deux monômes fusionnables (ne différant que par la complémentation d'une lettre sont dits 
"voisins" .                                 
exemple     w x y z    et       wx y z  sont fusionnables en un seul:  w y z    moins "cher" 
 
La fusion de deux monômes canoniques donne un monôme représentant GHX[�SRLQWV avec une 
lettre de moins. La fusion de deux tels monômes donne un monôme représentant 4 points (on 
dit "couvrant" 4 points), etc.... d'une manière générale un monôme de k lettres dans un espace 



de dimension n couvre 2
n-k points. On notera donc que SOXV�OD��VXUIDFH��FRXYHUWH�SDU�XQ�

PRQ{PH�HVW�JUDQGH��PRLQV�FH�PRQ{PH��D�GH�OHWWUHV�
0RQ{PHV�PD[LPDX[� un monôme est dit "maximal" s'il ne peut être fusionné avec aucun 
autre, F
HVW� j� GLUH� V
LO� Q
H[LVWH� SDV� GH� PRQ{PH� SOXV� JUDQG� �D\DQW� PRLQV� GH� OHWWUHV�� HW�
LQIpULHXU� j� OD� IRQFWLRQ� Un tel monôme est également dit "premier" (il n'existe pas de 
diviseur de ce monôme inférieur à la fonction) 
 
Exemple f = x y z + xy z + x yz + x y z 
le monôme  x y z   n'est pas maximal puisqu'il existe un monôme  x y  plus grand que lui et 
inférieur à f. Par contre xy est maximal (les seuls monômes plus grands, x et y, ne sont pas 
inférieurs à f) 
 

Un monôme   m  est dit "compatible" avec la fonction f si  f  ≥ m c'est à dire si  f + m = f 
 
Optimiser une fonction revient à la représenter sous forme de somme de monômes maximaux
compatibles avec la fonction; par exemple l'expression minimale de la fonction ci dessus est  
f=xy+yz+zx 
 

IRUPH PLQLPDOH: Certaines fonctions ont des écritures sous formes de somme de monômes 
maximaux mais qui ne sont pas minimales;  
 
exemple       f = xy +  y z + x z  n'est formée que de monômes maximaux mais n'est pas 
minimale. La forme minimale étant:                     
 f =   y z + xy

en effet la forme canonique est: 
 
f =   x y z + x y z + xy z + xyz
une façon adroite est de regrouper les deux premiers et les deux derniers monômes: 
 
f =  y z ( x + x ) + xy ( z +z )  =  y z + xy

mais on pouvait écrire (maladroitement!) en dédoublant les monômes  1 et 3: 
f =   x y z + x y z + xy z + xyz +�[ \�]���[\ ]�
f =  y z ( x +x ) + xy ( z +z )  +�[ ]���\��\ ) =  y z + xy +�[ ] 

on dit que le monôme  xz est "inutile" ou   "redondant". 

De manière plus générale si A et B sont des fonctions  quelconques, on a l'égalité 
 

A x + Bx =   A x +Bx + A B      où $%�HVW�GRQF�UHGRQGDQW�
(propriété qui se démontre en distinguant les deux cas x=0 et x=1) 
�
En définitive, minimiser une fonction revient à la représenter avec un nombre minimal de 
monômes maximaux.



Ceci montre que ces méthodes ne sont pas toujours très faciles à manipuler s'il y a beaucoup 
de monômes; de plus elles nécessitent l'écriture initiale de la fonction sous une forme 
canonique lourde. 
 
127$��8QH�FRPSDUDLVRQ��RVpH��GH�OD�QRWLRQ�GH�FRXYHUWXUH��FRXYULU� OH��WRLW�G
XQH�PDLVRQ�YHXW�GLUH�OH�FRXYULU�FRPSOqWHPHQW��HW�SDV�SOXV� SDV�TXHVWLRQ�GH�FRXYULU�OH�WRLW�GHV�YRLVLQV���DYHF XQ� QRPEUH� PLQLPXP� GH� W{OHV� GH� WDLOOH� PD[LPXP�� 2Q� SHXW� FRXYULU� GH� IDoRQ�UHGRQGDQWH�RX�QRQ��LQXWLOH�GH�SODFHU�XQH�W{OH��j�FKHYDO��VXU�GHX[�DXWUHV��
 

������ PpWKRGH� �HPSLULTXH�� elle consiste à appliquer manuellement les règles ci dessus; 
mais la méthodes est lourde pour deux raisons: 

a)  partant du tableau de valeurs de la fonction, on écrit tous les monômes canoniques, 
et il peut y en avoir beaucoup!  

b) la fusion des monômes n'est pas évidente à voir. 
 
������ PpWKRGH�JUDSKLTXH��GLDJUDPPH�GH�.DUQDXJK��
 L'idée est de partir du tableau (dit "tableau de vérité") donnant les valeurs de la 
fonction  pour toutes les combinaisons des variables. Mais ce tableau est UpRUJDQLVp�de façon 
à mettre en évidence les points correspondant aux monômes fusionnables:  Considérons par 
exemple une fonction de 4 variables f(a,b,c,d). A chaque case du tableau correspond un point 
donc un monôme canonique . 
 

A,B 
 C,D 00     01    11  10 
 

00 abcd a bcd a bcd abcd

abc
01 abc d          a bc d       a bc d           abc d  
 
11 ab c d           a b c d        a b c d            ab c d                 a.c 

 
10 ab cd a b cd a b cd ab cd

Le voisinage algébrique des monômes  abc d et  abcd correspond au voisinage 
géographique. 

Donc le monôme fusionné abc se matérialise par le rectangle en pointillé (jaune) 
de même le monôme    a b c d + ab c d + a b cd + ab cd = a  c  d + a  cd =ac    cette 
fusion est représentée par le grand rectangle (bleu). 



On remarque que ces groupements peuvent se faire directement sur le tableau des valeurs de la 
fonction, sans écrire les monômes canoniques:

A,B 
 C,D 00 01   11 10 
 

00 1             
 

01 1                 
 

11 1 1 
 

10 1 1 
 

NOTA: a) inversement connaissant la "forme" du monôme on peut trouver son expression; 
par exemple le "grand" monôme ci dessus est d'une part indépendant des valeurs de b et de d, 
et  égal à 1 quand a et c  valent 1 c'est donc le monôme DF� 

b) l'adjacence des cases doit se voir comme si le diagramme était dessiné sur une 
sphère: les cases à l'extrême gauche sont adjacentes à l'extrême droite, et l'extrême haut à 
l'extrême bas. Exemple  
 

A,B 
 C,D �� ����� ��� �� CD ECG

�� 1

�� f = a bd +   b c 
 

�� 1 1 
 

�� 1 1  1    
 

EF 



Dans certains cas  le choix des monômes peut être compliqué; exemple: 
 

A,B 
 C,D 00 01   11 10 
 

00                     1 
 

01                    1          1  des deux monômes pointillés, un seul 
 est nécessaire. Donc la fonction a deux 
 expressions possibles. 
 11    1 1 
 

10   1 1 
 



0pWKRGHV DOJpEULTXHV�
 

La méthode ci-dessus devient inextricable dès que le nombre de variables dépasse 4. 
On doit avoir alors recours à des méthodes plus formalisées et de ce fait programmables 
 
�������� 0pWKRGH�SDU�FRQVHQVXV�
�
Cette méthode est destinée à donner la liste de WRXV�les monômes maximaux (bien que tous ne 
soient pas forcément utiles). 
 
/HPPH��
 A x + Bx =   A x +Bx + A B 
Ceci se démontre facilement en considérant les deux cas x=0 (B=B+AB)  et x=1  (A=A+AB)   
Par définition,  le monôme AB est le "consensus" des deux premiers. 
 
7KpRUqPH�
en rajoutant à une forme quelconque WRXV� OHV� FRQVHQVXV déterminés de toutes les manières 
possibles,  et en pOLPLQDQW�OHV�PXOWLSOHV�pYHQWXHOV, on obtient WRXV les monômes maximaux. 
 
La démonstration en est complexe et sans grand intérêt; mais un exemple permet de fixer les 
idées:  
 
H[HPSOH����
 f = a + a b + a b c 
 
le consensus des deux premiers est  b qui élimine le deuxième monôme qui en est multiple: 
 

f = a + a b + ab c  +  E
Dans cette nouvelle forme, le consensus de a et de ab c  donneb.c qui élimine ab c  
 
donc f=a+b+ ab c +E F 
le consensus de b et de b c donne c qui élimine  bc ; donc la fonction s'écrit  f =   a + b + c 
il n'y a plus de consensus possible, la fonction est irréductible. 
 

([HPSOH����
�
f =   ab + a b + bc + b c 
 
en faisant les consensus de toutes les manières possibles, on obtient 
f =   ab +a b + bc +b c + ac +a c  
 
Remarque: Cette méthode est facilement programmable, mais difficile à faire à la main. 
 



Théorème:
toute expression  "monotone" (c'est à dire telle que chaque variable n'apparaît que sous 

forme direte ou que sous forme complémentée) et irredondante (de comportant pas de 
monomes multiples d'un autre) est irréductible puisqu'il n'y a pas de consensus possible. 

 
Exemple ab+bc+ca est certainement sous forme minimale. 

 
([HPSOH�G
DSSOLFDWLRQ��SUHXYH�GH�WKpRUqPH�
 
Soit à montrer la transitivité de l'implication, c'est à dire que : 
 
((aÎb) HW (bÎc) ) Î( aÎc)  est une propriété toujours vraie 
rappelons nous que l'implication xÎy s'écrit également  x+y. il suffit donc de montrer que 
 
( a + b ) . ( b + c )   +  ( a + c )   =1 
 
ou encore: 
 
a b + b c + a + c = 1   le consensus des monômes 1 et 3  donne E, celui de 2 et 4 donne E, dont 
la somme est 1.      CQFD 
 

�������� 0pWKRGH�SDU�FRPSOpPHQWDWLRQ�
�
WKpRUHPH 

si f1 et f2 sont des fonctions toutes les deux sous forme GH� VRPPH� GH� WRXV� OHXUV�
PRQ{PHV�PD[LPDX[ leur produit donne par développement (et élimination des multiples) 
une VRPPH�GH�WRXV OHV�PRQ{PHV�PD[LPDX[�

�
'pPRQVWUDWLRQ����QRWD�GDQV�FH�TXL�VXLW�OH�FRPSOpPHQW�GH�[�HVW�QRWp�[
�

Soit à effectuer le produit   F= f1.f2,   f1 et f2 étant chacune sous forme de somme de 
tous leurs monômes premiers. En développant on obtient une somme de monômes, et la 
question est de savoir si par consensus, on peut obtenir des monômes nouveaux. Intéressons 
nous à la possibilité de faire des consensus par rapport à une variable quelconque x. 

 
Lemme: toute fonction f(x) peut se mettre sous la forme f= Ax+Bx'+C   
Ax est l'ensemble des monômes contenant x, Bx' l'ensemble des monômes contenant 

x', C l'ensemble des monômes ne contenant ni x ni x'. 
 
F peut donc se mettre sous la forme : 

F=(Ax+Bx'+C)(Dx+Ex'+F) où A, B, . . F sont des sommes de monômes. 
 
D'après les hypothèses C (ensemble des monômes ne contenant ni x ni x') contient tous les 
consensus possibles entre un monôme de A et un monôme de B; donc A.B ≤ C. 
 De même D.E ≤ F

En développant, on obtient 
F=ADx  +  AFx  +  BEx'  +  BFx'  +  CDx  +  CEx'  +  CF 

 



En effectuant tous les consensus possibles (il y en a 9) entre ces termes, on obtient des 
monômes tous inclus dans CF, donc inutiles. 
 
FRUROODLUH 
Si on part du FRPSOpPHQW� GH� I et qu'on calcule f par la formule donnée au chapitre 1 on 
obtient  tous les monômes maximaux.

En effet  
La méthode consiste à remplacer les "+" par des "." et les "." par des "+", à changer les 
variables en leur compléments,  et à développer 
chaque monôme def donne par complémentation une somme de variables donc formé de tous 
les monômes maximaux . 
 
exemple:   (abc+a'b'c')' = (a'+b'+c')(a+b+c) 
 = a'a + a'b + a'c + b'a + b'b + b'c + c'a + c'b + c'c 
 
on obtient effectivement tous les monômes premiers. 
 

$XWUH�GpPRQVWUDWLRQ�
lemme:  toute fonction f(x) se met sous la forme: 

f(x)= (x+A)(x+B)  C 
 

théorème dual de f(x)=Ax + Bx + C (A=monômes contenant x, B=monômes contenant x, 
C=monômes ne contenant ni l'un ni l'autre) 
 

Soit alors une fonction f quelconque par exemple obtenue par complémentation de f
f(x)= (x+A)(x+B)  C 

Si on développe, on obtient: 
 

f(x)= A Cx +   B C x   +   A B C 
 
Or ABC est le consensus de ACx et de BCx, inutile donc de le calculer. L'opération de 
développement d'un produit de somme donne tous les consensus, donc tous les monômes 
premiers. 
 

Exemple , soit la forme canonique : 
 f=  a b c + ab c + a bc + ab c + a bc + abc

Son complément est de toutes évidence    f = a b c + abc (les deux monômes canoniques 
qui manquent) donc f=  ( a + b + c ) . ( a + b + c )    en développant on obtient: 
 

f=a a + a b + a c  + b a + b b+b c + c a + c b + c c 
 

Remarque: la méthode revient donc a complémenter deux fois la fonction 
 



La méthode donne les mêmes résultats que les consensus, mais beaucoup plus naturelle, elle 
est plus facile à la main.

���������&KRL[�RSWLPXP�GHV�PRQ{PHV��PpWKRGH�GH��FRXYHUWXUH� 

Il s'agit avec un minimum de monômes de "couvrir" les points de la fonction. Dans un 
premier temps, on recense les points (ou monômes canoniques) de la fonction et pour chaque, 
la liste des monômes qui le couvrent.
Pour comprendre le problème, on peut revenir à la méthode de Karnaugh: il faut "couvrir" 
toute la "surface de la fonction" par un minimum de monômes de surface la plus grande 
possible (comme s'il s'agissait de couvrir un toit par des tôles ). 
 Donc chaque élément de la "surface" doit être couvert au moins une fois. 
Exemple  
 
f =  x y z + xy z + x yz + xyz + x yz + xy z    (forme initiale)�

D E�����������F�����������G�������������H��������������I�
�

= xy +x y + yz +y z + xz +x z  (tous le monômes premiers) 
 $ %�������&���������'�������(�������) 

appelons a,b,c,d,e,f  les monômes initiaux. A chaque monôme premier, on associe une 
variable booléenne égale à 1 si le monôme est utilisé, zero sinon. Soient  A,B,C,D,E,F ces 
variables associées. On raisonnera de la façon suivante: 
 
pour couvrir a= x y z , il faut prendre   B ou F ( xy ou xz)   donc B+F=1 
pour couvrir  b= xy z,  il faut  prendre  A ou D (xy ou yz )  donc A+D=1 
etc... 
on obtient :          (B+F)=1  et (A+D) =1  et (E+C)=1  et (A+E)=1 et (B+C)=1 et (F+D)=1   
ou encore : M=  (B+F)(A+D) (E+C)(A+E)(B+C)(F+D)=1 
développons  cette fonction M sous forme de somme de produits: 
 

= (BDE+ABCD+ABEF+ABCF+CDEF+ACDF+ACEF+ACF) 
pour que cette fonction soit égale à 1, il suffit qu'un de ses monôme soit égal à 1; par exemple 
ABCD=1  ou encore prendre A et B et C et D. 
 
On remarque cependant que le problème étant de minimiser l'expression de f, il faut choisir un 
nombre minimum de monômes premier, ce qui se traduit par le choix d'un monôme de M de 
plus faible degré: soit BDE, soit ACF.

Notre fonction a donc deux expressions PLQLPDOHV� 
F= x y + y z + z x     et        x y + y z + z x    
 
Elle a aussi des expressions non minimales (bien que non redondantes) par exemple 
 
F= x y + x y + x z + y z    correspondant au monôme  ABCD de M 
 



5HPDUTXH: en développant, on trouve WRXWHV� les combinaisons de monômes donnant une 
forme non redondante. Mais plutôt que de développer bêtement pour trouver WRXWHV les 
formes, ce qui n'a pas d'intérêt (il suffit d'en trouver une!), on remarque que le degré du 
polynôme développé étant certainement supérieur à trois, un de ses monômes de plus bas 
degré est BDE donc XQH�solution minimale est 
 

f= x y + y z + z x  
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